Lycée Jean Bart — MPSI — 18 octobre 2022

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N’4 — 18 OCTOBRE 2022 I

EXERCICE 1 — | (APPLICATIONS DIVERSES DU COURS).

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ RACINES CARREES D’UN NOMBRE COMPLEXE. (SUJET 1) On pose :

Zy=—-2+21 et Zy=8—061

a/ Donner la forme exponentielle de Z; (aucune justification n’est nécessaire) ; en déduire les racines
carrées de 7.

On a: Z, = 23/2e3im/4,

Conclusion. Les racines carrées de Z; sont : £23/4e3i7/8
b/ Déterminer les racines carrées de Zs.

Soit z = a + ib un complexe. On a :

z est une racine carrée de Zo

— 2 =7,

< (a+1ib)? = 8 — 6i

= a? — b*> + 2iab = 8 — 6i

a? - =38 (égalité des parties réelles)
< (¢ 2ab= —6 (égalité des parties imaginaires)
a?+0v* =10 (égalité des modules)

On en déduit que : a®> =9 d’ou a = £3.
On en déduit aussi que : b> =1 d’ou b = £1.
Enfin, puisque ab < 0 (selon la deuxiéme équation du systéme), a et b sont de signes opposés.

Conclusion. Les racines carrées de Z5 sont : + (3 —1).

2/ DERIVEE n-EME. Pour tout réel z, on pose : f(x) = (1 — 3z)e**. Etablir que pour tout entier
naturel n, on a :

Vze R, fM(z) = P,(x) e

ou P, est un polynéme dont I’expression est a préciser.

Posons pour tout réel x : g(x) = (1 — 3z) et h(z) = e**. Les fonctions g et h sont de classe € sur R
(selon les théorémes généraux).
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On peut donc

appliquer la formule de Leibnitz pour obtenir :

VneN, Ve e R, f(r)= 2”: (Z) g ¥ (2)h "R (z)

k=0

Observons a présent que pour tout réel z on a :

> gO(z) =

1 —3z; g (x) = —3: et pour tout entier k > 2 : g (x) = 0;

» pour tout entier naturel N : hN)(z) = 2Ve2?,

On en déduit que pour tout (n,z) € Nx R on a:

1

RIOEDY

k=0
Conclusion.

LIMITES.

(Z) g " ()" (z) = (1 — 32)2"e™ + n(—3)2" 1™ = (=3 x 2"z + 2" — 3 x 2" 'n) >

En résumé, pour tout (n,z) € Nx R on a :

fM(x) = P,(x)e* avec : Py(z) = =3 x 2"z +2" — 3 x 2" 1p

Déterminer les limites suivantes :

, 1 72022
l = ngrfoon tan (ﬁ) et ly = wgrfoo 50227

n? n? n? n? n——+00 n?

1 1 1 1 1
» Soit n € N*. Ona:tan(—) :—+—E(—> avec : lim 5(—) =0.

n? N—+00 n?

1 1 1
D’ou : n?tan (—) =1+¢ (—2) On en déduit aisément que : lim n”tan (—) = 1.
n

» Pour tout réel x > 0, on a :

Puisque lim
r——+00

2022 2022 In(z
X _ ¢ (=) _ 2022In(2)—21n(2022) _ ex(2022‘“;—,”>—1n(2022))
2022¢  @zln(2022) -

1 1
n(x) = 0 (croissances comparées), on a : lir+n 2022M —1n(2022) = —In(2022).
€ T—r+00 €

T—+00 €T

1
On en déduit que : lim = (2022M . 111(2022)) — .

Conclusion.

1,2022

lim
z—+oo 2022
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1/ RACINES CARREES D’UN NOMBRE COMPLEXE. (SUJET 2) On pose :

Zh=2-2i et Zy = —8+61

a/ Donner la forme exponentielle de Z; (aucune justification n’est nécessaire) ; en déduire les racines
carrées de 7.

On a: 7, = 23/2e717/4,

Conclusion. Les racines carrées de Z; sont : +23/4¢=i7/8
b/ Déterminer les racines carrées de Zs.

Soit z = a + ib un complexe. On a :

z est une racine carrée de Zs

= 2? =7,

< (a+ib)? = —8 + 6i

<« a® — b® + 2iab = —8 + 6i

a®>—b* = -8  (égalité des parties réelles)
< 2ab=06 (égalité des parties imaginaires)
a® +b* =10 (égalité des modules)

On en déduit que : a®> =2 d’ot a = £1.
On en déduit aussi que : b> =9 d’ott b = £3.
Enfin, puisque ab > 0 (selon la deuxiéme équation du systéme), a et b sont de méme signe.

Conclusion. Les racines carrées de Zy sont : & (1 + 3i).

2/ DERIVEE n-EME. Pour tout réel z, on pose : f(z) = (1 — 2z)e3. Etablir que pour tout entier
naturel n, on a :

Vr e R, f0)(x) = P,(x)e3®

ol P, est un polyndéme dont I’expression est a préciser.

Posons pour tout réel x : g(x) = (1 — 2z) et h(z) = e3*. Les fonctions g et h sont de classe €>° sur R
(selon les théorémes généraux).

On peut donc appliquer la formule de Leibnitz pour obtenir :

Vvne N, Vre R, f®(z)= z": (n)g(k)(x)h(”_k)(a:)

k
k=0
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Observons a présent que pour tout réel z on a :

» ¢O(2) =1—2z; gW(z) = —2; et pour tout entier k =2 : g*)(x) = 0;

» pour tout entier naturel N : hM(z) = 3Ve3?,

On en déduit que pour tout (n,z) € Nx R on a:

1
F ) =) (Z> 9P (@) (2) = (1 — 22)37€% + n(=2)3" 1™ = (=2 x 3"z + 3" — 2 x 3" 'n) ¥
k=0

Conclusion. En résumé, pour tout (n,z) € Nx R on a :

fM(2) = P,(x)e® avec : P,(z) = =2 x 3"z +3"—2x 3" In
LIMITES. Déterminer les limites suivantes :
. i 1 . 2022
El - nEIJIrloonSHl (ﬁ) et EQ - xggloo W

1 1 1 1 1
» Soitne N*. Ona:sin| —|)|=—+—¢|— ) avec: lim ¢(— ) =0.
n? n?  n? \n? n—+oo  \ n2

1 1 1 1 1
D’ou : nsin (—2) =— 4 —€ (—2) On en déduit aisément que : lim n®tan (—2> = 0.
n n n n n—+00 n
» Pour tout réel x > 0, on a :
2022° erIn(2022) ___xIn(2022)—2022In(x) __ x(ln(2022)72022¥)
72022 g202m(@) | © =¢
1 1
Puisque lim n(z) = 0 (croissances comparées), on a : lim In(2022) — 2022 n(z) = In(2022).
xr——+00 € r——+00 T
o . In(z)
On en déduit que : 11131 x (1n(2022) —2022——= ) = 40
T—r+00 €T
2022*
Conclusion. xkrlloo —am ~+00
“ANGLE-MOITIE”. Soit x un nombre réel. Etablir que : 1—e® = \e*/?gh (g), ol A est un réel

dont la valeur est a préciser.

Soit « un nombre réel. On a :

1 —e® = e%/2 (e_”/2 — ex/Q) = e%/2 x (—2Sh <§>>

Conclusion. Vr € R, 1 —e® = —2¢%/2sh (g) (ainsi A = —2)
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PUISSANCES. Résoudre dans R’ I'équation :

x(212) _ (\/5)1233—8
Soit & un réel strictement positif. On a :

2227) — (\/5)12178

s 22’ In(z) _ (120-8) In(vz)

— ezgc2 In(z) — o(62—4)In(z)

< (22 — 6z +4)In(z) =0

< (2 =3z +2)In(z) =0

<= 12*-32+2=0 ou In(z)=0

Or I'équation 2% — 3z +2 = 0 posséde exactement deux solutions : 1 et 2. Et I'équation In(z) = 0 posséde
une unique solution, qui est 1.

Conclusion. |2(2*) = (Vo) P =z =1ouz =2
EQUATION COMPLEXE. Résoudre dans C I’équation :

25 -92348=0

On pose Z = z3. L’équation de I’énoncé se réécrit alors : Z2 —97Z +8 = (. Les solutions de cette équation
sont 1 et 8.

En revenant a la variable initiale, on en déduit que si z est un complexe on a :
(20— 923+ 8=0] <= [2* =1 ou 2* = §]

Or:

P =1 z€ {1,jj} et 2 =8+=z¢€ {2,2,2j}

Conclusion. L’équation 2® — 923 + 8 = 0 posséde exactement 6 solutions dans C, qui sont :

17 j? .]T7 27 2j7 et 2j
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EXERCICE 2 — | (EQUATION COMPLEXE, ET VALEUR EXACTE DE tan <g>).

Dans cet exercice, on considére I’équation (E) d’inconnue z € C suivante :
(E) (2417 = (= 1)

T
On se propose ici de résoudre cette équation par deux méthodes, et d’en déduire la valeur exacte de tan (—>

1/ Questions préliminaires.

a/ Justifier briévement que : 0 < tan (g) <1

T T
Notons que : 0 < — < —.
q 54

m m
D’ou : tan (0) < tan (g> < tan <Z)’ la fonction tangente étant strictement croissante sur [0, 7/4].

Conclusion. 0 < tan <g> < 1.

b/ A l'aide du binome de Newton, développer (z + i)5 (avec z € C quelconque).

Soit z € C. On a: (z+1)” = 2° + 5iz* — 102° — 10i2® + 5z + 1.

¢/ Rappeler la définition de racine cinquiéme de 'unité ; puis écrire Us en extension.
Une racine cinquiéme de l'unité est un nombre complexe z tel que : z° = 1.

Toujours selon le cours : Us = {eZ*/5 L e€[0,4]}.

2/ Premiére méthode. En développant les deux termes de (E) grace a la formule du binéme de Newton,
résoudre cette équation.

Soit z€ C.On a:

(z41)° = (2 —1)°

= 20 +5iz? — 1023 — 10i2% + 5z +i = 2° — 5iz? — 102% + 10i22 + 52 — i
= 10iz* — 20i22 +2i =0

521 -1022+1=0

On pose Z = 2% dans cette équation pour obtenir : 572 — 10Z + 1 = 0. Pour cette équation, on a :

A = 80 = 4+/5.

54 2v5
On en déduit ses deux solutions : 7\[
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En revenant a la variable initiale, on en déduit que :

) /549
5z4—10z2+1=0<:>z2=¥<:>z=i %3

Conclusion. L'équation (z +1)° = (z — 1)° posséde exactement quatre solutions dans C (qui sont toutes

réelles) :
5+2v5  [5-2v6 5425 [5-2V5
5o 5 5 5
M = e e

—21 —22

Deuxiéme méthode. Résoudre I'équation (E) en utilisant les racines 5-¢émes de 1'unité.

Soit z un nombre complexe, z #i. On a :

(z41)° = (2 —1)°

zZ+1 i
<« Jke[0,4], " = Wk € Us en ayant posé w = ¢27/5

Or:
zZ+1 i

z—1

=z +i=wh(z—1)

— 2(1 —wk) = —i(w* +1)

PR S et k % 0

1 —wh
@z:—i% et k #0
@z—% et k#0
@z:m et k#£0

Conclusion. L’équation (z +1)° = (z —1)° posséde exactement quatre solutions dans C (qui sont toutes
réelles) :

1 1 L 1
tan(w/5)’ tan(27/5)’ tan(3m/5) tan(4m/5)
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T
4/ Déduire de ce qui précéde la valeur exacte de tan (5)

On déduit des questions 1-a, 2 et 3 que™ :

7 [ D
tan (3> = m

EXERCICE 3 — | (SOMMES).| Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel non-nul z, on pose :
2n+1 n
fla) =3 (-1 e et gla) =D
k=0 k=0

1/ Etablir que pour tout réel non-nul z on a :

e Sh((n+1)2)

g(x) =e 0 (2)

n
Idées : on observe que E e est, géométrique de raison e?* (différent de 1 selon 1’énoncé).
k=0

Puis on applique la technique de “I’angle-moitié” pour conclure.

2/ Montrer que pour tout réel non-nul x on a :

flx)=(1—e")g(x)

Idée-clef : on “casse la somme en deux”, en séparant la somme des termes de rang pair et celle des
termes de rang impair. On obtient alors :

2n+1 n n n n
o k kx 2kx (2k+1)x __ 2k T 2kx
f(z) = E (—1)"e™ = E e — E e =) e —e e
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

d’on la conclusion. ..

*. Plus de détails en classe, c¢’est promis.



