Lycée Jean Bart — MPSI

PROBLEME DE LA SEMAINE 4 (TOUSSAINT)

EXERCICE 1 — (APPLICATION).‘ On considére I'application :

RQ

Etablir que f est bijective, et déterminer I’expression de sa bijection réciproque f~1.

EXERCICE 2 — (LIMITE).

1
Soit B un réel. On pose, pour tout entier naturel non nul n : u, =1 — /1 + —.
n

1/ Pour tout réel x > —1, on pose : f(z) = /1 + x. Rappeler la formule donnant le développement limité
a lordre 1 en O de f.

2/ Déterminer en fonction de § la limite : lim n’u,,.
n—-+00

EXERCICE 3 — (APPLICATIONS - SIMILITUDES DIRECTES).

Pour tout couple (a,b) € C2, avec a # 0, on définit une application f,;, € C® en posant :

fa’bIC*)C

Z——>az+b

Une telle application f,; est appelée une similitude directe, et on note Sim™* (C) ’ensemble des similitudes
directes :

Sim* (C) = {fus, (a,b) € C* x C}

1/ Deux cas particuliers.

a/ Le cas a = 1. Soit b un nombre complexe. Montrer que I’application f;;, est une bijection, et
déterminer sa bijection réciproque.

b/ L’application fii;2. Dans cet exemple, on pose a = 1 +1i et b = 2, et on considére I'application
g = fi4i2 qui est définie sur C en posant :

Vze C, g(z) =(14+1)z+2

Montrer que 'application g est une bijection, et déterminer sa bijection réciproque.



Limite et continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle

2/

3/

Généralisation — Le groupe des similitudes directes.

a/ Justifier briévement que idec € Sim™ (C).

b/ Soient (a,b) et (a’,t') € C* x C. Pour tout complexe z, calculer (fop © fop) (2). En déduire que
I'application fu o fop est une similitude directe.

¢/ Soit (a,b) € C* x C. A l'aide des deux questions précédentes, établir que f,, est une bijection, et
que sa bijection réciproque est une similitude directe.

Les similitudes directes a centre.
Dans toute cette question, on considére un couple (a,b) € C? avec a # 0 et a # 1.

Un nombre complexe zq est appelé point fixe de la similitude f,; si: fop(20) = 0.

a/ Etablir que f,; posséde un unique point fixe zp, que I'on exprimera en fonction de a et b.

b/ Avec les notations de la question précédente, établir que :
Vze C, fap(z) =a(z—20)+ 20

¢/ Toujours avec les notations des questions précédentes, le complexe zp est appelé centre de la simili-
tude directe f, .

Montrer que deux similitudes directes ayant méme centre commutent.



