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Problème de la semaine 4 (Toussaint)

Exercice 1 � (Application). On considère l'application :

f : R2 // R2

(x, y) � // (3x− 5y, x− 2y)

Etablir que f est bijective, et déterminer l'expression de sa bijection réciproque f−1.

Exercice 2 � (Limite).

Soit β un réel. On pose, pour tout entier naturel non nul n : un = 1−
√

1 +
1

n
.

1/ Pour tout réel x > −1, on pose : f(x) =
√
1 + x. Rappeler la formule donnant le développement limité

à l'ordre 1 en 0 de f .

2/ Déterminer en fonction de β la limite : lim
n→+∞

nβun.

Exercice 3 � (Applications - Similitudes directes).

Pour tout couple (a, b) ∈ C2, avec a ̸= 0, on dé�nit une application fa,b ∈ CC en posant :

fa,b : C // C
z � // az + b

Une telle application fa,b est appelée une similitude directe, et on note Sim+ (C) l'ensemble des similitudes
directes :

Sim+ (C) = {fa,b, (a, b) ∈ C∗ × C}

1/ Deux cas particuliers.

a/ Le cas a = 1. Soit b un nombre complexe. Montrer que l'application f1,b est une bijection, et
déterminer sa bijection réciproque.

b/ L'application f1+i,2. Dans cet exemple, on pose a = 1 + i et b = 2, et on considère l'application
g = f1+i,2 qui est dé�nie sur C en posant :

∀ z ∈ C, g(z) = (1 + i)z + 2

Montrer que l'application g est une bijection, et déterminer sa bijection réciproque.



2 Limite et continuité d'une fonction réelle d'une variable réelle

2/ Généralisation � Le groupe des similitudes directes.

a/ Justi�er brièvement que idC ∈ Sim+ (C).

b/ Soient (a, b) et (a′, b′) ∈ C∗ × C. Pour tout complexe z, calculer (fa′,b′ ◦ fa,b) (z). En déduire que
l'application fa′,b′ ◦ fa,b est une similitude directe.

c/ Soit (a, b) ∈ C∗ × C. A l'aide des deux questions précédentes, établir que fa,b est une bijection, et
que sa bijection réciproque est une similitude directe.

3/ Les similitudes directes à centre.

Dans toute cette question, on considère un couple (a, b) ∈ C2, avec a ̸= 0 et a ̸= 1.

Un nombre complexe z0 est appelé point �xe de la similitude fa,b si : fa,b(z0) = z0.

a/ Etablir que fa,b possède un unique point �xe z0, que l'on exprimera en fonction de a et b.

b/ Avec les notations de la question précédente, établir que :

∀ z ∈ C, fa,b(z) = a (z − z0) + z0

c/ Toujours avec les notations des questions précédentes, le complexe z0 est appelé centre de la simili-
tude directe fa,b.

Montrer que deux similitudes directes ayant même centre commutent.


