Lycée Jean Bart — MPSI — 16 novembre 2022

COLLE 8 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — Propriété. Positivité de I'intégrale : soient a et b deux réels, avec a < b, et f € €° ([a,b],R).

Si f = 0 sur [a, b], alors / f)dt =0

Sous les hypothéses de I’énoncé, la fonction f est continue et positive sur le segment [a,b] : & ce titre, elle admet une
primitive F' (th fondamental de l'intégration) sur [a, b], et F est croissante sur [a,b] (car F est dérivable et F' = f > 0).

On en déduit que / f=F(@{)— F(a) >0, dou la conclusion.

QUESTION DE COURS N’2 — Propriété. Croissance de Iintégrale : soient a et b deux réels, avec a < b, et f,g €

b
€° ([a,b],R). Si f > g sur [a,b], alors / ft)ydt > / g(t) dt.

Sous les hypothéses de ’énoncé, la fonction f — g est continue et positive sur le segment [a, b]. Par positivité de 'intégrale,

b
on a donc : / (f —g) =2 0. Par linéarité de I'intégrale, on en déduit que : / f- / g > 0, d’ou la conclusion.

QUESTION DE COURS N3 — Propriété. Relation de Chasles pour les intégrales.

b b
Soient a et b deux réels, avec a < b, et f € €°([a,b],R). Alors pour tout ¢ € [a,b] on a :/ f:/ f+/ I

Puisque f est continue sur le segment [a, b], elle admet une primitive F sur [a,b]. Alors :

/f(t)dt:F(b)—F(a):F(b) F(c) + F(c) /f dt+/ £(t)dt, eqfd.

‘ QUESTION DE COURS N’4 — Propriété. Formule d’intégration par parties ‘

Soient u et v deux fonctions de classe €; sur un intervalle I, et soient a et b deux réels dans I. Alors uv est dérivable sur
Tet:

Vee I, (u) /( Yo(z) + u(x)v’(z). Par intégration entre a et b (légitime car u, v, v’ et v’ sont continues), on
b

b
en déduit que : / = [ o (z)v(z)dx —|—/ u(z)v' (r)dz d’ott

a

V (u,v) € €' (I,R), / o (z)v(z)de = [u(z)o(z))’ — / u(z)v'(z)dx

Remarque : cette méthode peut en particulier étre appliquée aw calcul de primitives :

V (u,v) € €1 (I,R), /u’(x)u(x)dx = u(x)v(x) — /u(x)v’(;v)dx (+cste)

QUESTIONS DE COURS N5 ET 6 — Exercices. Primitives de In, arcsin, arccos et arctan ‘

» Application 1. /ln(x)dx = /1 x In(z)dzr = zln(z) — /:ﬂ X 1 de =zn(z) —z
—_— x

‘ La fonction z € R¥ +— xIn(z) — x est une primitive de la fonction In sur R*. ‘

Remarque : les fonctions z — z et 2 — In(z) sont de classe €' sur R%, ce qui rend légitime cette IPP.

» Application 2. /arctan(x)da: = /1 x arctan(x)dzr = zarctan(z) — / Txm? dz = zarctan(z) — In (\/ 1+ xQ)

La fonction z € R — zarctan(z) — In (v/1 + 22) est une primitive de la fonction arctan sur R.

» Application 3.
T
arccos(x)dxz = | 1 x arccos(z)dx = xrarccos(x) + / ————dz = zarccos(z) — V1 — 22
[asccos(eyaa = [ (@) @+ [ = () -

La fonction z € | — 1,1 — zarccos(z) — v/1 — x2 est une primitive de la fonction arccos sur | —1,1].
» Application 4.

/arcsin(z)d;z: = /1 x arcsin(z)dzr = zrarcsin(z

dz = zarcsin(z) + V1 — 2?

i

La fonction € | — 1,1 [ — zarcsin(z) + /1 — 22 est une primitive de la fonction arcsin sur | —1,1].
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QUESTION DE COURS N7 — Exercice. In(2) = ngq»loo 2 kT
. . , s 1 - k Lk n+1 xn-&-l
Soit n un entier naturel, et = un réel différent de (—1). On a : = E (D)% 2" +(-1)
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On en déduit que :
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En intégrant terme & terme cette relation sur l'intervalle [0; 1] on obtient :
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D’ou : LZ_O % =mn2-(-1)""a, (#) | en ayant posé : a, = /0 1x+ wdx.

Observons & présent que pour tout  dans [0;1], on a : 1+ 2 > 1. I découle de cette remarquable observation que :
:CnJrl
Vrel0;1], 0<
z € [0:1] S l4x

< 2"T!. En intégrant cet encadrement sur [0; 1], on obtient alors :

1
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On déduit de cet encadrement et du théoréme des gendarmes que : gril an =0 ()|
n oo

—— | =In2|
n—r+oo = ]{:+1

n k
Conclusion. D’aprés (#) et (&) : lim [Z =

Remarque. Plus tard dans l’année (sans doute au mois de juin), nous interpreterons cette conclusion en disant que la série

_qy — N~ (D
Pl est convergente, et a pour somme In2, et nous écrirons “simplement” : ,;J Py =1In2

de terme général



