Lycée Jean Bart — MPSI — 1} novembre 2022

EXERCICES 8 — METHODES DE CALCUL INTEGRAL — CORRIGE

fonction f.

te”, et on s’autorisera donc a écrire :

n 2 1
/ xdx = % et / o2 dz = arctan(z) par exemple.

CONVENTIONS. Dans cette feuille, on conviendra de noter /f(x)dx une primitive de la

Par ailleurs, dans la plupart des calculs de primitives, on omettra de noter le “+ constan-

\INTEGRALES ET PRIMITIVES USUELLES‘

EXERCICE 1. — Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :

1) fro—at 4)f:x»—>i 7) f:x—sin(x) cos(z)
1 v 1

2)f::z:b—>x—navecn€N 5)f2$'—>$7;/5 k S)f;x;—)m

) o ve G)f:xH,;)akm 9) f:x+—> tan?(z)

1 1-—n
2) —dxz/xfndxzf nsin#l;etln(|a}|) sin=1

1
4) /ﬁdx:/m_lmdx:2xl/2

2 5
5) /mﬁdxz/x3/2dx:5xo/2
- Eq,. _ - kq. _ — ay k41
6) /kz_oakx dx—kz_oak/m dx—kz_()k+1x

7) / sin(x) cos(z)dz = %/ sin(2z)dz = 7% cos(2x)

~_arcsin(x)

8)./\/4%41:2“ 2

9) / tan?(z)dx = / 1+ tan®(z) — 1dx = / 1+ tan®(x)dz — / ldx = tan(z) — x

EXERCICE 2. — Zoom sur les primitives de fonctions “de la forme v’ (u)”

!/
1) Une primitive de Y est In ] 5
u

Trois cas particuliers remarquables : 2) Une primitive de u'e" est e ;
a+1
3) Une primitive de v/'u® est .
a+1
Applications : déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :
1) frar— ze® 4) f:x— (1—2)" avecn € N 7 fize— 1
x xIn®z
) . 2022 5) fop—y ——
2) f:a+— cos(z) sin®*(x) ) f 221 8) f 1o tan(z)
. n Inx
3) frar— (1+2)" avecn eN 6)f:x»—>7 0) f:ars tan®()
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CORRIGE.
1
1) /xexzdm = 5@“c2

Sin2023 (:L')

1
. 2022 _
2) /cos(ac) sin”"* (z)dx = 5093

1
1 n — 1 n+1
3) /( +z)"dw 7n+1( +x)

4) /(1 —a)de = ———— (1 — )"t

n+1

T 1 9

6) /de = %1112(]})

X

1 1
— 1 11—« . 1- 1 1 . _
7 /mlno‘(:r)dx 1—a n%(z) sia# 1;et In(|In(z)]) si a

8) /tan(x)dx = —1In (Jcos(z)|)

9) /tang(x)dx = /tan(x) + tan®(z) — tan(z)dz = /tan(x)(l + tan?(z))dz — /tan(x)dx = %tanQ(a:) + In (Jcos(z)|)

EXERCICE 3. — Déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :

1) f: x> cos®(x) 3) f:x+— cosd(z) 5) f:ax+— sint(z)

2) f:x+—> tan?(x) 4) f:x+— cost(z) 6) f:a+— cos?(x)sin®(x)

CORRIGE.

1) /cosQ(x)dx = %/1 + cos(2z)dx = g + %

2) /tanQ(x)dx = /1 + tan?(x) — 1dz = tan(z) — 2

3 3 in(3 3si

3) Par linéarisation : /0053(:(;)dx = / cos(3z) + 3 cos(z) dz = sin(3z) + sin(z)
4 12 4

4 4 2 3 sin (4 in(2 3

4) Par linéarisation : /6084(x)dx = / cos(dx) + dcos(2z) + dz = sin(4z) + sin(2z) + 22
8 32 4 8

Az) — 4cos(2 in(4 (2 .

5) Par linéarisation : /sin4(:c)dx = / cos(4z) 8COS( )+ 3d:£ = sm?EQx) - smi z) + %L

6) /cosz(x) sin?(z)dz = /cosz(:r)dz - /cos4(x)dx d’ou la solution grace aux questions 1 et 4.
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2

EXERCICE 4. — (Primitives de fractions rationnelles 1). Soit f définie sur I = | — 1,400 [ par f(z) = il'
x
1) Déterminer trois réels a, bet ctels que : Va € R, © # -1, f(z)=ax+b+ %
x
2) Déduire de ce qui précéde une primitive de f sur 1.
CORRIGE.
1) Par identification (par exemple), on obtient : a =1, b= —1 et ¢ = 1. Ainsi :
VzeR, —1, =x—1
PER zA-L fl@)=z-1t—
2) D’apreés ce qui précede :
22
/f(a:)dx: 5 —z+In(lz+1])
1
EXERCICE 5. — (Primitives de fractions rationnelles 2). Soit f définie sur I = ] 1,400 par f(z) = GoDETY)
z—1)(z
b
Déterminer deux réels a et b tels que : Va € R, z £ 1Az # -2, f(z)= a 1 + et En déduire une primitive de f
T — T
sur I.
CORRIGE.

1) Par identification (par exemple), on obtient : a = 1/3 et b = —1/3. Ainsi :

1 1 1
Ve eR, v #1ANx # -2, f(a:):3<$1_$+2>

/f(m) dz =In ( 1/3>

EXERCICE 6. — (Primitives de fractions rationnelles 3). Déterminer une primitive de f sur I, dans chacun des
cas suivants (I étant un intervalle & préciser).

2) D’aprés ce qui précede :

r—1
T+ 2

1) f@) = e 2) flz)= 3) f(#) = —— (a € RY)

T 22 —Tz+6 2 —1 2 —aq

CORRIGE.
1) Notons que : 22 — 7z + 6 = (x — 1) (z — 6). Donc il existe deux réels a et b tels que :

1 _a n b
22—Tr+6 x—1 x2-—6

fz) =

Par identification (par exemple), on obtient : a = —1/5 et b = 1/5. Ainsi :

5\z—-6 z2-1

1/5)

e spinre o=t ()

D’aprés ce qui précéde :

xr—06
x—1

/f(w)d:rln(
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2) Notons que : 2 — 1 = (x — 1) (z + 1). Donc il existe deux réels a et b tels que :

1 a b

f(x):xQ—lzm—ler—i—l

Par identification (par exemple), on obtient : a =1/2 et b = —1/2. Ainsi :

1

T —

VeeR, x#1Ax# -1, f(x):;(

D’apreés ce qui précéde :

2

r—1
r+1

/f(;z:) dz =1In ( 1/2)

1
r+1

1

)

3) Notons que : ° —a = (x — v/a) (x + v/a). Donc il existe deux réels b et ¢ tels que :
1 b c
/(@) m2—a_x—\/6+x+\/5
Par identification (par exemple), on obtient : b ! et ! Ainsi
I 1dentl 10n I exem 1 1ent = —F C—= ———. msi1 :
p ple), NG NG
ViER, oA ane £ —va, flz)=—— — !
x , X aNzx a, x_Q\/E:v—\/E Tt va
D’apreés ce qui précéde :
1 x—+/a
= 1
fron-an (6
EXERCICE 7. — Calculer les intégrales suivantes :
1 4 /4 1
_ n _ —
1) I —/0 2" dz 3) I3 = s Vz dw 6) Is /0 02 (2) dz
| VRN 4) 14:/0 — dz 7) - =
2) I = 8 / tan?(x) d
N
0 1-=z 5) 15:/ xJx dx 0
0
CORRIGE.
1 nt+111 1
1)[1=/x"dx= - =
0 n+1], n+1
vzoq 1
2) Iy = T [arc51n(x)]0/2 = —
0 1—=x
4 4
2 14
3) 13:/ Vo de = [1‘3/2] ==
. 37 ], 7 3
o 1 3
4) I, = —— dz = [In(Jz — 4|)], =In <)
O - 4
8 1
3 384
5) I5:/ x¥/r dr = [az”ﬂ —
0 T P
ﬂ'/4 1
6) Is = ———dz =t m/ =1
)l [ oy Ao = ante));

)
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/4 /4 A T
7) I; = / tan®(z) dr = / 1+ tan?(z) — 1 dz = [tan(z) —2|}/* = 1 — 1
0 0
/6 w/6 1 1 /6 11
8) Is = /0 cos®(x) do = /0 1 cos(3x) + Zcos(x) dz = [12 sin(3x) + %sin(x) ) =5
EXERCICE 8. — Fini ou pas? Dans les trois questions ci-dessous, 1" désigne un réel supérieur ou égal a 1.
T4 T 4 T
1) On note A (T) = / - dz 2) On note B(T) = / = dz 3) On note C'(T) = / e " dx
1 1 1

1,‘

o
0‘“ 1 2 T 3

0.
o\u

Calculer A(T), puis TgIEOOA (T) Calculer B (T), puis Tgriloo B(T) Calculer C (T'), puis Tgriloo C(T)
1
CORRIGE. 1) A(T) = / —dz =1In(T). Donc : lim A(T) = +oc.
1 T T—r+o0
1 1 o
2) B(T) = 1 ﬁdle—T.Donc.TgrilooB(T):L
T
3)C(T)= / e ?dr=e'—e T Donc: lim C(T)=e"
1 T—r+o00
\ INTEGRATION PAR PARTIES\
EXERCICE 9. — Applications directes — Déterminer une primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1) fror— (1—z)e* ‘ 2) frxr—ze ™ ‘ 3) f:ax+— xsin(z) ‘ 4) f:ax— 2%cos(x)
CORRIGE.
1) /(1 —z)e** dx = 1(1 — )’ + 1 /eQIdaz = 1(1 — )’ + leh
2 2 2 4

2) /xe‘x de = —ze " + /e_‘” de=—ze® —e ™ ”
3) /xsin(a:)dx = —xcos(z) + /cos(x) dz = —z cos(z) + sin(z)

4) /:pz cos (z) dz = 2% sin(z) — 2 / xsin(z)dz puis on utilise la question précédente.

EXERCICE 10. — Primitive(s) de In

1) A Taide d’une intégration par parties, déterminer une primitive de la fonction In (sur un intervalle de R que l'on
précisera).

2) Application : déterminer une primitive de la fonction f : z — In (/)

CORRIGE. 1) Cf cours : /ln(m)da: =zIn(z) — z.

2) /ln (V) de = %/ln(m)dx = % (xln(z) — x)
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EXERCICE 11. — A laide d’une (ou plusieurs) IPP, calculer chacune des intégrales suivantes.
T e 1

1) / (1 —z)cos(z)dx 2) / In?(z)dz 3) / (z° + 1) sh (z)dz
- 1 0

CORRIGE.

1) /_7r (1 —z)cos(z)dz = [(1 — z)sin(z)]" _+ /_7r sin(z)dx =0
=0 —
=0

2) /16 In*(z)da = [(zIn(z) — x) In(x)] — /19 In(z) — 1dz = — [zln(z) — 2z]] = e —2
=0

12 _l‘2 cxl— IICZ‘QS—C ——xsxl lsajx
3)/0 (22 + 1) sh (z)dx = [(2® 4 1)ch(z)], 2/0 h(z)dzr = 2ch(1) — 1 — 2] h()]0+2/0 h (z)d

= 2¢h(1) — 1 — 2sh (1) + 2ch(1) — 2 = 4ch(1) — 2sh (1) — 3

‘CHANGEMENT DE VARIABLE

EXERCICE 12. — A l’aide d’un changement de variable, déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :
1) frz— ! 3)fx»—>; 5) fraxr— L
' e? +1 ' z4/1+ In(x) . sh (z)
2)f:xl—>¥ 4)]":91:»—)L 6) frar— :
Vo + Vas ch(z) cos(z)
CORRIGE.
1 1 1 1 U e”
1) F(x) = =(u—ev ——du= - — u=1 =1
) F(z) /e$+1dm (u_e)/u(u_~_1)du (DES)/U u+1du n u—i—l’ n<e‘”+1>
dx 2du
2 F = —_— - =92 1, =92 t x
) F(x) / it Wi u=v7 / T2 arctan(u) arctan(e”)
dx du
3 Fg;:/i:u:” —— =2V1+u=2y1+In(x
) F(z) z4/1+In(x) R VG v (@)
4) CF cours
5) CF cours
6) CF cours
EXERCICE 13. — A l'aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :
1 2x e 1 /2
3 / e s 3) / ——dz 5) / .dx
0 e*+1 1 2+ (lnx) x/a Sin(z)
In2 4 /4
1 1 d
2) / ——dt 4) / dt 6) / a
o 1l+e 1+t o cos(z)
CORRIGE.

1 2x e e
1 1 1
1)/ de:u:efﬂ/ Y dU:/ i—idu:e—l—ln et

In 2 2
1 1 . .
2) /0 Toe dt =, —e /1 m du puis méme DES que dans ’exo 12, question 1
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e 1 | 71'
3) / 2 dx —u=In(z) / T2 du = —
1 z+z(lnz) o 1+u 4

4
4) /1 = \[ =uvi / du =2[In(u + )ﬁ = 21n(3/2)
™2 dx 2 1+ u? ! 1 ™
9 7 N —u=tan(zx a—— —du = —du = -1 t -
) /Tr/4 sin(z) tan(e/2) /tan(n/s) Tra? 20 T /tan(ﬂ/S) u n( " (8)>

/4 dz tan(m/8) 92 1+ u? tan(m/8) 92
6 “u=tan(z PR ——du = —d
) /0 cos(x) =" ( /2)/0 Tra 1w /0 1—w2

B /tan(ﬂ'/S) 1 N 1 du— o 14w tan(m/8) u 1+ tan(r/8)
—(PES) 0 1—u 14w L—ul/], N 1 — tan(7/8)

EXERCICE 14. — Soient a un réel strictement positif, et f la fonction définie par f(z) =

5 . Déterminer une
x“+a
primitive de f sur I, ou I est un intervalle & préciser.

CORRIGE. CF exemple fait en cours (dans le paragraphe sur le changement de variable) pour le calcul d’une primitive

1

de —.

22 + a?

1 P . . ..
EXERCICE 15. — Soit f la fonction définie sur R par f(z) = il Déterminer une primitive de f sur R.
2+

CORRIGE. Fait en classe.
‘INTEGRALES CLASSIQUES EN PHYSIQUE‘
EXERCICE 16. — (Valeur efficace). Soit f une fonction T-périodique (définie sur R). On appelle valeur efficace
de f le réel positif : 1|/ = / 2(t)dt (ou a désigne un réel quelconque). *
Calculer les valeurs efficaces des fonctions cos et sin.
CORRIGE. Fait en classe.
EXERCICE 17. — (Primitives “complexes” 1). Soit & € C*. Déterminer une primitive sur R de x — e**
CoORRIGE. CF cours
EXERCICE 18. — (Primitives “complexes” 2). Déterminer une primitive sur R de f dans chacun des cas suivants :
1/ f:xz+—e*cos(x) 3/ f:x+— eFcos (ux) avec (k, ) € R?
2/ f:x+—— e%sin(nx) avec n € N 4/ g: x> e*sin (uz) avec (k,p) € R?

CORRIGE.

‘POUR VOUS TESTER ! EXERCICE DE SYNTHESE SUR LES INTEGRALES‘

EXERCICE 19. — Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants, a 1’aide d’une
IPP et/ou d’un changement de variable et/ou en reconnaissant une primitive usuelle :

2—r—1 24 . : T
1)f:x'—>f1 4)f:x}—>(x—1)(x—2)(x—3) ) f chosg(x)
2) f:xn—)ﬁ 5) féélsHemsin(A:chgo) A @ 8) f:lenx(f)

3 9 : ac
S)f:x'—>(m—2)(x2—4x) 6) frx—In(x—1) ) f xH\/m

x. La valeur efficace est (heureusement !) indépendante du choix du réel a.
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10) f:x+— x%arctan(z) 11) f:x+— arcsin®(z) 12) fra - Sin(?( )
+ cos=(x

CORRIGE.

EXTRAITS DE PROBLEMES SUR LES INTEGRALES

1 1
EXERCICE 20. — | MINES SuUP | Pour tout entier naturel » non-nul on pose : I, = W/ (1—1)" et/ dt.
n! Jo

1
1) Calculer I;. 2) Montrer que pour tout n € N*on a: Iy =1, — 2 (1)
1
3) Déduire de la question précédente que : Vn € N* /e =1, + Z R
k=0

A "1
) . i . " 0<T < T .
4) Déterminer un réel A tel que:Vn eN*ona:0< 1, < Sl En déduire ngIEOO ,;,O kT

CORRIGE.

EXERCICE 21. — ‘ MINES SUP, ENCORE UNE FOIS | On définit, pour tout entier naturel n, la fonction g,, par :

1 1
Vael0;1], gulz) =a"V/1—2 et on pose : In:/ gn () dx:/ 2"V1—zde
0 0

1/ Calculer Io.

2/ Pour tout entier naturel n, étudier le signe de I,,11 — I,,. En déduire le sens de variation de la suite (I,,).
2n

3/ Montrer que pour tout entier naturel non-nul non a : I, = i3 1,1 (on pourra intégrer par parties I,).
n

4/ En déduire les valeurs de I, Is et I3.
22713 (n 4 2)n!

5/ Montrer par récurrence sur n que : Vn € N I, =
/ p q : n @n 1 1)
CORRIGE.
EXERCICE 22, — ‘ (INTEGRALES A PARAMETRES). ‘ Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels on pose :

1
I,,= / 2P (1 — )% dx
0
1) Calculer I, o, puis calculer I 4.
2) Etablir que V (p,q) e N>, 0< I, < 1.

3) Etablir que V (p,q) € N, I, , = I, , (on pourra utiliser un changement de variable).

p+1
1 Ipgt1.

5) Donner 'expression de I, 4 en fonction de p et g.

4) Etablir que : V (p,q) € N?, I,11,=

CORRIGE.
EXERCICE 23. — Pour tout réel z raisonnable, on pose u = tan (g)
1) Etablir que :
cos(x) L et sin(x) = 2

- 1+ u?
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1

cos(x) dz

m/3
2) Calculer 'intégrale : 1 :/
0

1
sin(z)’

3) Déterminer une primitive sur |0, 7 [ de la fonction f:z —
CORRIGE.

1

3:2
EXERCICE 24. — On considére la fonction ¢ : 2 — / m dt.
n
x

1) Déterminer ’ensemble de définition de ¢.
2) Calculer la dérivée de ¢.
3) Dresser le tableau de variation de ¢.

CORRIGE.

‘QUESTIONS CLASSIQUES SUR LES INTEGRALES DE WALLIS‘

» Définition. On appelle intégrales de Wallis les intégrales définies en posant pour tout n € N :
/2 /2
1, :/ cos™(t)dt et J, :/ sin” (¢)d¢
0 0

ExX0o-W 1. — Premiéres valeurs. Calculer Iy, I et I5.

CORRIGE. Ij = g (usuel); Iy =1 (usuel); Ir = g (linéarisation)

Exo-W 2. — Montrer que : Vne N, I, = J,

™
CORRIGE. changement de variable u = 5~ t

Exo-W 3. — Montrer que : Vne N, I,, >0
CORRIGE. positivité de l'intégrale

Exo-W 4. — Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
CORRIGE. calcul de I,,11 — I, + positivité de I'intégrale.

Ex0-W 5. — Montrer que la suite (I,,) est convergente.

CORRIGE. 2 exos précédents + “toute suite réelle décroissante et minorée converge”

1
Exo-W 6. — Montrer que : Vne N, I, = nt 1,
n+2
CORRIGE. IPPetn+2=(n+1)+1
Ex0o-W 7. — Montrer que pour tout entier naturel p on a :
(2p)!
I2p - 2 9
2% (p!)” 2
CORRIGE. récurrence sur p
Ex0-W 8. — Montrer que pour tout entier naturel p on a :
s 22 (pl)?
LT (2p 4 1))

CORRIGE. récurrence sur p
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Exo-W 9. — Montrer que: Vne N, (n+1)IL,1I, = g

CORRIGE. la suite de terme général (n + 1) I, 411, est constante
Exo-W 10. — Etablirque: Ilim [, =0
n—-+00

CORRIGE. conséquence des exos 3, 5 et 9

I
Exo-W 11. — Etablir que : lim = =1
n—4oo In
I I
CORRIGE. 0< I,49 < I,41 < I, dou Z_—H < T}H < 1 + gendarmes
n n
2(2 1
Exo-W 12. — Btablir que: lim 2202
p—+00 s
Iy,

CORRIGE. I3, = X IopIop i1

I2p+1



