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EXERCICES 8 — METHODES DE CALCUL INTEGRAL

\INTEGRALES ET PRIMITIVES USUELLES‘

EXERCICE 1. — Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1) fioxr— a2t 4)f:x»—>i 7) f:x—sin(x) cos(x)
1 ve 1
2)f:a:b—>x—navecn€N 5)f235'—>$;/5 S)f:me
. k
) fra— G)f.xH,;)akm 9) f:x+—> tan?(z)
EXERCICE 2. — Zoom sur les primitives de fonctions “de la forme «'f'(u)”

!/
1) Une primitive de Y est In ] 5
u

Trois cas particuliers remarquables : 2) Une primitive de u'e" est e ;
a+1
3) Une primitive de uv/'u® est .
a+1
Applications : déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :
1) [z ze® 4) f:x— (1—2)" avecn €N 7 fix 1
T zln%x
) . 2022 5) frp—s —
2) f:xz+—— cos(x) sin“’**(x) ) [z 211 8) f: 2 — tan(z)
. n Inz
3) frz— (1+2)" avecn €N 6)f:m»—>7 9) f o tand(z)
EXERCICE 3. — Déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :
1) f:x > cos?(x) 3) f:x+— cosd(z) 5) f:a+— sin(z)
2) f:x+— tan?(z) 4) f:x+— cost(z) 6) f:x+—— cos?(z)sin?(x)
72
EXERCICE 4. — (Primitives de fractions rationnelles 1). Soit f définie sur I = | — 1,400 [ par f(z) = 1
x
1) Déterminer trois réels a, bet ctels que : Vz € R, o # -1, f(z)=ax+b+ %
x
2) Déduire de ce qui précéde une primitive de f sur 1.
1
EXERCICE 5. — (Primitives de fractions rationnelles 2). Soit f définie sur I = ] 1,400 par f(z) = G-DETD
z—1)(x
Déterminer deux réels a et b tels que : Va € R, z £ 1Az # -2, f(z)= a4 T + oL En déduire une primitive de f
x— x
sur I.
EXERCICE 6. — (Primitives de fractions rationnelles 3). Déterminer une primitive de f sur I, dans chacun des
cas suivants (I étant un intervalle & préciser).
) f@)= 5 ) f(e) = 3) f@)= 5 (e€ BY)
r = ———— Xr)— —(FF/> r)=——F—\a
22 —Tr+6 x2 -1 2 —a +
EXERCICE 7. — Calculer les intégrales suivantes :
1 4 /4 1 _
1) 11:/ " do 3) 13:/ Vv dz 6) 162/ mdm ®) Isw/e B
0 1 0 3
" /1 ) ) . - /0 cos®(z) dx
= €T -
oo [ d ) w4 */a
2= T 8 / tan?(z) dz
o Vi-w 5) 15:/x€/5dx 0
0
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EXERCICE 8. — Fini ou pas? Dans les trois questions ci-dessous, 1" désigne un réel supérieur ou égal a 1.
T4 T4 T

1)OnnoteA(T)=/ —dz 2)OnnoteB(T):/ — da 3)Onn0teC(T)=/ e ¥ dx
1 T 1z 1

4 1

0 N S

i 0
oo 1 2 T 3 O‘ﬂ

0
o‘o 1 2 3

Calculer A (T), puis Tgrrﬁoo A(T) Calculer B (T'), puis Tgnjrloo B(T) Calculer C (T'), puis TE;EOO Cc(T)

| INTEGRATION PAR PARTIES |

EXERCICE 9. — Applications directes — Déterminer une primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1) frz—s (1—x)e* ‘ 2) fraxr—ze ™ ‘ 3) f:x+—— xsin(z) ‘ 4) f:x+—— 22 cos (z)

EXERCICE 10. — Primitive(s) de In

1) A Tlaide d’une intégration par parties, déterminer une primitive de la fonction In (sur un intervalle de R que I'on
précisera).

2) Application : déterminer une primitive de la fonction f : z — In (v/z)

EXERCICE 11. — A laide d’une (ou plusieurs) IPP, calculer chacune des intégrales suivantes.

1) /W (1 - 2) cos(x)dz %) /1 m*(z)dz 3) /01 (% + 1) sh (2)dz

—Tr

‘ CHANGEMENT DE VARIABLE‘

EXERCICE 12. — A P’aide d’un changement de variable, déterminer une primitive de f dans chacun des cas suivants :
1) fra— . 3) frar— ! 5) fra—> L
i cx —_— DT
e +1 z+/1 4+ In(x) sh (z)
2)f:xl—>¥ 4) frax— ! 6) f:ar— :
Vo + Vas ch(z) cos(x)
EXERCICE 13. — A l'aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :
1 2 € 1 /2
o[ N [
0 e +1 1 z+z(lnz) x/a sin(z)
In2 4 /4
1 1 d
2)/ — 4)/7dt 6)/ a
o l+e 1tV o  cos(x)
EXERCICE 14. — Soient a un réel strictement positif, et f la fonction définie par f(z) = P ra Déterminer une
2 +a
primitive de f sur I, ou I est un intervalle & préciser.
1
EXERCICE 15. — Soit f la fonction définie sur R par f(z) = pran— Déterminer une primitive de f sur R.
2+
‘INTEGRALES CLASSIQUES EN PHYSIQUE‘
EXERCICE 16. — (Valeur efficace). Soit f une fonction T-périodique (définie sur R). On appelle valeur efficace
1 a+T
de f le réel positif : \/T/ f2(t)dt (ot a désigne un réel quelconque). *
Calculer les valeurs efficaces des fonctions cos et sin.
EXERCICE 17. — (Primitives “complexes” 1). Soit & € C*. Déterminer une primitive sur R de x —— e**.

*. La valeur efficace est (heureusement!) indépendante du choix du réel a.
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EXERCICE 18. — (Primitives “complexes” 2). Déterminer une primitive sur R de f dans chacun des cas suivants :
1/ f:xz+—e®cos(x) 3/ f:x+— e cos (uw) avec (k,p) € R?
2/ f:x+——e"sin(nx) avec n € N 4/ g:x+— e*sin (ux) avec (k, u) € R?

‘POUR VOUS TESTER ! EXERCICE DE SYNTHESE SUR LES INTEGRALES‘

EXERCICE 19. — Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants, a I’aide d’une
IPP et/ou d’un changement de variable et/ou en reconnaissant une primitive usuelle :

1) f:szz—ixfl 5) f,:lx)'—>ewsin(>\x+ap) A @ 9) f:x%\/%
T — réels
2) fro— or (;7 ) 6) frzr—In(z—1) 10) f:x+— x%arctan(z)
x
3) frxr— ) (33:2_43:) 0 cos?(x) 11) f: 2+ arcsin®(z)
. at 8) f: »—>M ' sin(x)
R P N ey ) fro— =5 12) fio gl o

‘EXTRAITS DE PROBLEMES SUR LES INTEGRALES‘

1 1
EXERCICE 20. — | MINES SUP | Pour tout entier naturel n non-nul on pose : I,, = W/ (1 —1t)"et/? dt.
n! Jo

1
1) Calculer I;. 2) Montrer que pour tout n € N*on a : I,11 = I, — 2 ()

n

1
3) Déduire de la question précédente que : Vn € N*, /e =1, + Z
k=0

2k

A 1
, . , ) N 0<T < . .
4) Déterminer un réel A tel que: Vn e N*ona:0<1I, < Sl En déduire ngrﬂoo ,;,0 SR

EXERCICE 21. — ‘ MINES SUP, ENCORE UNE FOIS | On définit, pour tout entier naturel n, la fonction g, par :

1 1
Vael0;1], gn(z) =a2"V1—x et on pose : Inz/ gn(x) dxz/ 2"V1— 2z dx
0

0
1/ Calculer Iy.

2/ Pour tout entier naturel n, étudier le signe de I;,11 — I,,. En déduire le sens de variation de la suite (I,,).
2n

a3 -1 (on pourra intégrer par parties I).
n

3/ Montrer que pour tout entier naturel non-nul n on a : I, =

4/ En déduire les valeurs de I, I5 et Is.

22n+3 Nh!
5/ Montrer par récurrence sur n que : Vn € N, I, = (271(?_—2)')

EXERCICE 22. — ‘ (INTEGRALES A PARAMETRES). ‘ Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels on pose :

1
Ipg = / 2P (1 —z)%dx
0
1) Calculer I, o, puis calculer I 4.
2) Etablir que V (p,q) e N>, 0< I, < 1.

3) Etablir que V (p,q) € N, I,, = I, , (on pourra utiliser un changement de variable).

p+1

4) Etablir que : V (p,q) € N?, I,11,= i1 Ip 41

5) Donner 'expression de I, ; en fonction de p et g.
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x
EXERCICE 23. — Pour tout réel = raisonnable, on pose u = tan (5)

1) Etablir que :

] 1—u? . 2u
cos(z) = T et sin(x) = T
7T/3 1
2) Calculer lintégrale : I :/ dz
o cos(x)
. s . 1
3) Déterminer une primitive sur ] 0,7 [ de la fonction f: z — — @)
sin(z
CE2 1
EXERCICE 24. — On considére la fonction ¢ : z — / m dt.
s In

1) Déterminer I’ensemble de définition de .
2) Calculer la dérivée de ¢.

3) Dresser le tableau de variation de .

‘QUESTIONS CLASSIQUES SUR LES INTEGRALES DE WALLIS‘

» Définition. On appelle intégrales de Wallis les intégrales définies en posant pour tout n € N :

/2 /2
I, :/ cos"(t)dt et J, :/ sin” (¢t)dt
0 0

Ex0o-W 1. — Premiéres valeurs. Calculer Iy, I et I5.
Exo-W 2. — DMontrer que : Vne N, I, = J,
I, JIn
Exo-W 3. — DMontrer que : Vne N, I, >0
Ex0-W 4. — Montrer que la suite (I,,) est décroissante. 1 / \
Ex0-W 5. — Montrer que la suite (I,,) est convergente.
n+1
EX0-W 6. — Montrer que : Vn € N, I, 4o = I,
n+ 2
Exo-W 7. — Montrer que pour tout entier naturel p on a :
_ @t o
" g ) 2
Exo-W 8. — Montrer que pour tout entier naturel p on a :
Iyy1 = 200 ”
LT (2p 4+ 1)
Exo-W 9. — Montrer que: Vnée N, (n+1)I,411, = g
Exo-W 10. — Etablirque: lim I, =0
n—+oo
1
Exo-W 11. — Etablir que :  lim UAR A |
n—-+oo In
2(2p+1
EX0-W 12. — Etablir que :  lim M@p =1

p—++00 ™



