Lycée Jean Bart — MPSI — 23 novembre 2022

COLLE 9 — QUESTIONS DE COURS

w/2
QUESTION DE COURS 1 — Exercice (intégrales de Wallis). On pose Vn € N, I, = / cos™(t)dt. Montrer que :
0

1
n—l—I

Vne N, I,io=——1I,.
" T2

/2 /2
Soit n un entier naturel. On a : I, 4o = / cos" 2 (t)dt = / cos(t) cos™ T (t)dt
0 0

u(t) = sin(t) u'(t) = cos(t)
On pose alors : Vt € [0,7/2], dou: Vt e [0,7/2],
v(t) = cos™ () v'(t) = — (n+ 1) sin(¢) cos™(t)

Les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 7/2] (théorémes généraux).

Il est donc légitime d’utiliser une intégration par parties pour écrire :

w/2
Inyo = [sin(t) cos"Jrl(t)]g/2 +(n+1) / sin?(t) cos™ (t)dt
0

=0

Dot : Inpo = (n+1) /m (1 = cos(t)) cos™ (£)dt = (n + 1) /

w/2 /2
cos™ ()t — (n + 1) / cos™+2(1)dt
0

1
n-l—I

Cest-a-dire : [y1o=(n+ 1)1, —(n+1) 4o dott:|Vne N, [, o= 5 I
n

/2
QUESTION DE COURS 2 — Exercice (intégrales de Wallis). On pose Vn € N, I, = / cos™(t)dt. Montrer que
0

22° (pl)? n+1

Vpe N, Ippi1 = m (en admettant la relation de récurrence : Vn € N, I, 10 = P I,).

2% (pl)*
On souhaite établir que la propriété P(p): Iopi1 = e

W est vraie pour tout entier naturel p.
D !

71'/2 20 0| 2
Initialisation : pour p = 0, on a d’une part [; = / cos(t)dt = [sin(t)]g/2 =1 et d’autre part (1' ) = 1. La propriété
0 .
est initialisée.
Hérédité : supposons P(p) vraie pour un certain entier naturel p, et montrons que P(p + 1) lest.
2p+2 2(p +1) 2% (p)° 2(p+1)2 2% (p)? _ 22V [(p4 1)1
Ona: lypiy41 = Iopts = s ——lopt1 = = P = '
2p+3 2p+3 2p+ 1) 2(p+1)(2p+3) (2p+1)! (2p+3)!
2% (p!)”
Ce qui signifie que P (p + 1) est vraie, établit ’hérédité de la propriété. Conclusion. Vp e N, I, 1 = m
D !
QUESTION DE COURS 3 — Intégrale et parité. Soit f € 4° ([—a,a],R) (avec a € R}).
Si f est paire, alors : flx)da = 2/ f(z)dx Si f est impaire, alors : fl@)de=0
—a 0 —a

/Oa f(z)dz
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Soit f € €° ([—a,a],R) (avec a € R,).

a 0 a
D’aprés la relation de Chasles pour les intégrales, on a : f(z)dx = f(z)dx + / fl@)dx (M)
—a 0

—a

0 0
Le changement de variable u = —2 donne : f(z)dx = / f(=u) (—du)
—a a

0 a
Soit : 3 f(x)dx:/o f(—u)du (&)

» Si f est paire : /a f(—u)du= /a f(u)du. On en déduit, avec (&) et (M) que :
0 0

_a flz)dx = /Oa flz)dx + /Ou f(u) du. Par conséquent : | [f paire] = [ _a f(z)dx = 2/0a f(z) da:]

» Si f est impaire : /a f(—u)du = /a —flu)du=— /a f(u)du. On en déduit, avec (&) et (M) que :
0 0 0

_a flx)dx = /011 f(z)dx — /Oa f(u) du. Par conséquent : [f impaire] = { _‘1 flx)dx = 0}

QUESTION DE COURS 4 — Exercice. Déterminer une primitive sur R de 1/ch. ‘

Un mot sur le domaine de validité : la fonction 1/ch est continue sur R, puisque la fonction ch est continue et ne s’annule
pas sur R.

1
Fe [ o= [ o
ch(z) er +e 7

1
On pose u = e”. On en déduit que dz = — du puis :
u

dx
ch(z)

2 1 2
F=[| ———-du= | —— du = 2arctan(u) Finalement :
Ly u?+1
U+ —
u

= 2arctan (e”)

. L 1
QUESTION DE COURS 5 — Exercice. Primitive sur R de x — a2 (avec a € RY).

22 + a?

Un mot sur le domaine de validité : la fonction & intégrer est continue sur R.

I s et
SR T A R

a? a

x
On pose u = —. Alors £ = a u d’ou dz = a du. Ainsi :
a

1

1 x
———— dx = — arctan (7>
22 + a? a a

1 1 1
F=- / ——— du= — arctan(u) D’ot finalement : /
a) v +1 a
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QUESTION DE COURS 6 — (Intégrale et périodicité). Soit f € €° (R,R), T-périodique (avec T' € R% ). On a :

a+T T
VaGR,/+ f(x)d:n:/o f(z)dz

L’intégrale d’une fonction 7' périodique sur un segment de longueur 7' est indépendante de ’origine de ce segment.

Preuve. Soit f € ¢° (R, R), T-périodique (avec T' € R%), et soit a un réel : Ak € Z, kT < a < (k+1)T.

C
a+T
T f(x)dx
f(z)d a+T
-/0 f f(z)dx
T a a+T a a+T
a+T (k+1)T a+T
On utilise alors la relation de Chasles pour écrire : / f(z)dz = / f(z)dx + / f(z)dx
a a (k+1)T

Dans la premiére (resp. seconde) intégrale intervenant au second membre de cette égalité, on procéde au changement de
variable u = x — kT (resp. w=x — (k4 1)T). On obtient alors :

a+T T a—kT
/ f(:c)d:c:/ flu+KkT) du+/ flu+(k+1)T) du
‘ T ’ —f(w)

D’ofls/anFTf(x)dx:/Cika(u)du—l—/oa_ka(u)du:/OTf(u)du:/OTf(x)dx

a+T T
Conclusion. Pour f continue et T-périodique, on a : Va € R, / fz)dx = / f(z)dx
a 0

‘ QUESTION DE COURS 7 — Exercice W1. La suite (I,,) est convergente.

La fonction ¢ — cos™(t) est positive sur [0, 7/2]. Par positivité de I'intégrale, on en déduit que : ‘Vn eN, I, >0 ‘

Soit n un entier naturel. Par linéarité de l'intégrale, on a :
/2 /2 /2 w/2
Iny1— I, = / cos" () dt — / cos™ (t) dt = / cos" () — cos™(t) dt = / cos™(¢) (cos(t) — 1) dt
0 0 0 0
Or:Vte [0,7/2], cos™(t) = 0 et cos(t) — 1 < 0. On en déduit que : Vt € [0,7/2], cos™(t) (cos(t) — 1) < 0.

/2
Par conséquent : / cos™ (t) (cos(t) — 1) dt < 0. D’ou : ‘Vn eN, I,41—1,<0 ’
0

On en déduit que la suite (I,,) est décroissante et minorée; elle est donc convergente.

. . T
QUESTION DE COURS 8 — Exercice W2. Pour tout entier naturel n, on a : (n+ 1), [, 11 = 5

Pour tout entier naturel n posons : u, = (n+ 1) L4171, Ona: upy; = (n+2) Inyolpia.

e n+1 . L.
Or, d’aprés une propriété précédente, on a : up+1 = (n + 2) ?InInH =(n+1)I,411,, soit : up+1 = tup. On en déduit
n

que (uy,) est constante.

Par suite : Vn € N, u, =ug =11 x Iy =

TR

Conclusion. Vn € N, (n+ 1) I, 411, =
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QUESTION DE COURS 9 — Exercice W1. La suite ([,,) converge vers 0.

On sait déja que la suite (I,,) est convergente vers une limite ¢ positive ou nulle. Si ¢ était strictement positive, alors on
aurait 1151_1 (n+1)I,411, = 400, ce qui contredirait la propriété précédente.
n—-—+0oo

Par conséquent : lim [, =0
n—-+oo

HORS-PROGRAMME DE COLLE — Formule du changement de variable pour les intégrales. Soit f une fonction
continue sur un intervalle I, et o une fonction de classe ¢ sur [a,b] et & valeurs dans I. On a :

b »(b)
/ F(e(t)) (1) dt = / f(z) da
a w(a)

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, et ¢ une fonction de classe € sur [a, b] et & valeurs dans I. Puisque f
est continue sur I, elle admet des primitives sur I : notons F I'une d’entre elles. La fonction F o ¢ est de classe €' sur
[a,b] et pour tout réel t € [a,b], on a :

(Fo) (t)=F' (1) ¢'(t) = f (1) ¢ (1)

b b
Par intégration sur 'intervalle [a,b], on en déduit que : / (Fop) (t)dt = / Fle®) ' (t)dt ().

b @ (b)
Or : / (F o) (t)dt = [(F o) (1)L = F(p(b)) — F (p(a) = / fyde (&),
a w(a)

b »(b)
On déduit de (M) et de (&) que : / f @) ¢'(t) dt = /( : f(z) dz.
a w(a

HORS-PROGRAMME DE COLLE — Intégrales de Wallis, cas pair. Pour tout entier naturel p :

_ @ o
T 2w (pl)? 2

2p)!
On souhaite établir que la propriété P(p) : Iy, = 22((1))')2 % est vraie pour tout entier naturel p.
»
p!

, T , o 7 =
Initialisation : pour p = 0, on a d’une part Iy = — et d’autre part 5 o = - La propriété est initialisée.
—_— 2 2002 2
Hérédité : supposons P(p) vraie pour un certain entier naturel p, et montrons que P(p + 1) lest.

2p+1 2p+1 (2p)! © 2p+22p+1 (2p)! 7 (2p + 2)! T
Ona: i1y = Iopt2 = 2p = 25 = 25 = 25
2p+ 2 2p+ 2 92p (p!) 2 204+ 22p+292p (p!) 2 22042 ((p + 1)) 2

Ce qui signifie que P (p 4 1) est vraie, établit ’hérédité de la propriété, et achéve donc cette récurrence.

2p)!
Conclusion. Vp € N, Iy, = L)Q m
2% (p!)” 2




