MPSI — Novembre 2022

EXERCICES 9 — EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES — CORRIGE

NB : Sauf mention explicite du contraire, dans les exercices de cette feuille, par “résoudre l’équation diffé-
rentielle” on entend “déterminer toutes les solutions a valeurs réelles”.

EDL D’ORDRE 1.

METHODE “UNIVERSELLE” DE RESOLUTION DES EDL

1) Choix de I'intervalle de résolution (s’il n’est pas imposé dans I’énoncé).

2
3

Résolution de I’équation homogéne (ou sans second membre) associée.

Recherche d’une solution particuliére de 1’équation compléte (avec second membre). ‘

)
)
)
)

4) Solutions de 'EDL compléte obtenues en “faisant la somme des deux étapes précédentes”.

Remarque : un mot sur la premiére étape, rapidement évoquée en cours. Souvent, I'intervalle de résolution
est donné dans I’énoncé (on vous demande “Résoudre sur. ..”). Lorsque ce n’est pas le cas, il faut déterminer
quelle est la partie de R sur lesquelles les fonctions (les coefficients notés a, b et ¢ dans le cours) sont définies,
continues, et ol @ ne s’annule pas.

EXERCICE 1. — Résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre suivantes (on précisera
bien & chaque fois I'intervalle de résolution) :

1) ch(t)y' +sh (t)y = ch?(t) 5) xy'+ y = arctan(z)
2) y' + y_ E, avec T et Ey réels non nuls 6) z(z* — 1)y’ + 2y = 2?
T
) 1 7) sin(z)y’ — cos(x)y — sin®(z) =0
3) (1+x)y’+2xy:; -
y =
4) zy' + (x -y =2° Byt = VIt
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La premiére question corrigée ci-dessous est la d); la motivation pour ce choix est double. D'une part, la
recherche de la solution particuliére est un peu plus simple que dans la question a), et d’autre part, les
illustrations (voir page suivante) y sont encore plus jolies!

d)| Reésolution de ’équation différentielle (E,) : zy' + (z — 1)y = 2°

> ‘ Choix de ’intervalle de résolution. ‘ Les trois fonctions a, b et ¢ sont continues sur R, mais a s’annule
en 0. Comme dans l’exemple précédent, on choisira de résoudre (Fy) sur |0;4o00[ ou sur | — co;0[. De
nouveau, nous prendrons dans un premier temps |0; 400 [ comme intervalle de résolution.

L’intervalle de résolution de (E;) est donc |0;+oo [ |.

» Résolution de I’équation homogéne associée. ‘ Notons (Hy) zy’+ (x—1)y = 0 I’équation homogéne

associée a (E,). On a :

b -1 1 b
VaoelRy, ﬂ: * =1— —; wune primitive de — sur R* est donc A: 2 € R} —— z — In(z).
a(x) x x a

D’aprés le cours, la solution générale de (Hy) est fo:x € RY — Cen@)=2 goit
‘fC:xERii—)Cxe"” (CGR)‘.

» Recherche d’une solution particuliére de 1’équation compléte (avec second membre).‘

On peut utiliser la méthode de variation de la constante, c¢’est-a-dire en cherchant une solution parti-
culiére fp sous la forme :

VeeR:, fp(r)=Clx)ze™
Alors : Vo e RY,  f'p(x) = C'(z)ze™ + C(z) (67" — ze™¥)
Clest-a-dire : Vo € R, [f'p(x) = C'(x)re™ + C(v)e™™ (1 — x)
Par suite : Vo € RY,  af'p(x) + (z — 1) fp(z) = C'(x)a%e™” +C@)e "z (1 —2) 4+ Clx)e "z (z —1)

=0

Dou:VuzeRY, vf' p(x) + (x — 1) fp(x) = C'(x)x%e™™

On en déduit que fp est solution de (Ej) si et seulement si: V z € R, C'(z)a%e™™ = 2°, soit : V 2 €
R%, C'(x) = we®. 1l reste donc a déterminer une primitive sur RY de x +— e, via une intégration par
parties :

/xexdx:xex—/exdxzmex—ex:ex(x—1) donc: Vo e RY, C(x) =e"(x —1)

Une solution particuliére de (Ey4) est donc fp: 2z € R — x(z — 1) ‘

)\ Conclusion. ‘ D’aprés les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de
(Ey4) sur RY est

ge:x €RL — w (v — 1)+ Cre ™ (C €R) cest-a-dire g.:x € R} — x(x — 1+ Ce™) (CGR)‘

Remarque : trés peu de modifications sont nécessaires pour résoudre cette EDL sur R* . Il est assez facile
de voir que la solution générale de (Ey) sur R* est g.:x €R* — x(z —1+Ce™ ™) (C €R) ’
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REPRESENTATION DES SOLUTIONS

» Le premier graphique (“rouge”) montre quelques courbes représentatives de I’équation homogeéne, c’est-
a-dire des fonctions fo : x € R% —— Cxe™® (pour plusieurs valeurs de C').

» Le second correspond a la courbe représentative d’une solution particuliére de 1’équation avec second
membre, la fonction fp: 2z € R} — z (2 —1).

» Sur le dernier graphique sont tracées les courbes de quelques solutions de I’équation avec second membre,
c’est-a-dire quelques fonctions go : x € R} —— 2 (x — 1) + Cae™™.

Solution générale de 1’équation ho- + Une solution particuliére de I’équa-
mogeéne tion compléte

= Solution générale de I’équation compléte
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a) | Résolution de ’équation différentielle () : ch(t)y’ +sh (t)y = ch®(t)

» Choix de ’intervalle de résolution.\ Les trois fonctions a, b et ¢ de TEDL (FE;) sont continues sur
R. Comme en outre a (qui est la fonction ch) ne s’annule pas sur R, 'équation (F;) peut étre résolue sur R.

L’intervalle de résolution de (E;) est donc R ‘

» |Résolution de I’équation homogéne associée.’ Notons (Hy) ch(t)y’ +sh (t)y = 0 'équation homo-
géne associée a (F7). On a :
b(t)

b
VteR, a(t) = th(¢); une primitive de — sur R est donc A : ¢ € R+ In(ch(?)).
a a

D’aprés le cours 1, la solution générale de (H,) est fo : t € R — Ce™ (@) goit | fo 1 £ € R — (CeR)|

ch ()

» | Recherche d’une solution particuliére de ’équation compléte (avec second membre).| Enl'absence
d’intuition géniale, on recherche une solution particuliére par la méthode de variation de la constante,

c’est-a-dire en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :
C(t)
ch (t)

VteR, fp(t)=

C'(t)ch (t) — C(t)sh (1)
ch? (t)

Alors : Vte R, f'p(t) =

C'(t)ch (t) — C(t)sh (¢) N sh (t) C(¢)
ch (t) ch (t)

Par suite : V¢ € R, ch(t)f'p(t) +sh (t)fp(t) =

Do : VtE€R, ch(t)f p(t) +sh () fp(t) = C'(t)

On en déduit que fp est solution de (E;) si et seulement si : ¥ ¢t € R, C'(t) = ch?(t). Il reste donc a
déterminer une primitive sur R de ch? :

ol +e1\? 1 1 1
/chQ(t)dt:/( 5 ) dt:Z/e2t+2+e_2tdt:Z/2Ch(2t)+2dt:1(sh (2t) + 2t)

1
Par conséquent : V¢ € R, C(t) = 2 (sh (2t) + 2t).

sh (2t) + 2t

Une solution particuliére de (E;) est donc fp:t € R +— 1ch(D)
c

)\ Conclusion. ‘ D’aprés les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de
(E1) est

sh (2t) + 2t

sh (2t) +2t+C
(D) ch (1)

teR
Jort € R 4ch()

(C € R) cest-a-dire g.:t € R —

(C e R)

1. Plus précisément, d’aprés le théoréme donnant la forme des solutions d’'une EDL du premier ordre sans second membre.
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b) | Résolution de I’équation différentielle (E,) : y'+ v_ E, avec 7 et Ej réels non nuls
T

» Choix de I'intervalle de résolution. ‘ Les trois fonctions a, b et ¢ (constantes dans ce cas particulier)
de 'EDL (Es) sont continues sur R. Comme en outre a (qui est constante égale & 1) ne s’annule pas sur R,
I'équation (FEs) peut étre résolue sur R.

L’intervalle de résolution de (F5) est donc R\

» Résolution de I’équation homogéne associée.| Notons (Hs) y’+y = 0 I'équation homogene associée
T
a (Ez). On a :

b(t b
VteR, % = 77': une primitive de - sur R est donc A:t € R+ t/7.
a a

D’aprés le cours, la solution générale de (Hs) est | fo :t € R— Ce™"/7 (C € R)|

» Recherche d’une solution particuliére de ’équation compléte (avec second membre).| Les coeffi-

cients de (FEs) étant constants, on recherche une solution particuliére sous la forme d’une constante, c’est-
a-dire en posant fp = K avec K € R.

K
La fonction fp est solution de (Es) si et seulement si : — = Ey, d’on : K = 7 Ej.
T

Une solution particuliére de (FE5) est donc fp:t € R— 7 Ey |

» Conclusion. ‘ D’apres les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de
(E3) est

ge:tER——7TEy+Ce*/™ (C €R)
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1
¢) | Résolution de I’équation différentielle (Es3): (1 + 2%y’ + 22y = ~
T

» Choix de I’intervalle de résolution.‘ Les fonctions a et b sont définies sur R, et a ne s’annule pas
sur R. Mais la fonction ¢ n’est définie que sur R¥. On résoudra donc I'équation (Ej) sur | 0;+00[ ou sur
| —00;0[. En général, dans ce genre de situation, I’'énoncé précisera U'intervalle de résolution. Pour fixer les
idées, nous choisirons ici de résoudre (E3) sur ] 0;+oo .

L’intervalle de résolution de (E3) est donc |0;+o0 | ‘ 2

> ‘ Résolution de I’équation homogéne associée.’ Notons (Hz) (1 + 2%)y’ + 2xy = 0 'équation homo-
géne associée a (F3). On a :

b 2 b
VreRy, agg =7 —|—$:c2 : une primitive de p sur RY est donc A:x € Ry — In(1 + r?).
D’aprés le cours, la solution générale de (Hs) est fo:x € RY — Ce~ (%) goi
C
: R* — —— (C € R) |
fC X G —+ 1 + xQ ( G )

» | Recherche d’une solution particuliére de ’équation compléte (avec second membre).’ On peut uti-

liser la méthode de variation de la constante, c¢’est-ad-dire en cherchant une solution particuliére fp
sous la forme :

. C(x)

V.Z'ER_H fP(gj)Zl-F]}z
C'(z) (1 + 2%) — 22C(x)

(1+22)?

Alors : V2 e RY,  f'p(x) =

C'(z) (1 + 2?) — 22C(z) N 220 (x)

Par suite : Vo € R%, (1+2?) f'p(z) + 22 fp(z) = 11 a2 1+ 22

D’ou: Vo e RY, (1+22) f'p(x) + 22 fp(z) = C'(2)

1
On en déduit que fp est solution de (Ej3) si et seulement si: V2 € RY, C'(x) = —. Puisque 'on travaille
T

sur RY, on en déduit que : Vo € RY, C(z) = In(x).

In(x)
1+ 22|

Une solution particuliére de (E3) est donc fp : z € RY —

)\ Conclusion. ‘ D’aprés les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de
(E3) sur RY est

In(x) C , In(z) + C
R) c’est-a- ~ R* +—
T2 T 152 (C € R) c'est-a-dire g, : 2 € R 22

(C eR)

ge:x € R —

Remarque : trés peu de modifications sont nécessaires pour résoudre cette EDL sur R*. De fait, le seul
changement dans ce qui préceéde vient du fait qu’une primitive de z — 1/z sur R* est x +— In(—x). On
peut donc conclure, sans refaire tous les calculs, que la solution générale de (Es3) sur R* est

In(—z)+C

. T € R —
de s 1+ 22

(C € R)

2. Mais, pour enfoncer le clou, rien n’empéche de choisir | — 0o;0].
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¢)| Reésolution de I’équation différentielle (E5) : zy'+ y = arctan(z)

» Choix de ’intervalle de résolution. ‘ Les trois fonctions a, b et ¢ sont continues sur R, mais a s’annule
en 0. Vous avez I’habitude a présent : on choisira de résoudre (F5) sur |0;+oco[ ou sur | — 0o;0[. Nous
prendrons dans un premier temps | 0; 400 [ comme intervalle de résolution.

L’intervalle de résolution de (Ej5) est donc ] 0; 400 [|.

» Résolution de I’équation homogéne associée. ‘ Notons (Hs) zy’'+ y = 0 I'équation homogene asso-
ciée a (E5). On a :

b 1 b
VzeR:, (z) = —; une primitive de — sur R* est donc A : 2z € R —— In(z).
x a

a()

¢ (C eR)|

D’aprés le cours, la solution générale de (H5) est fo : . € R +— Ce ") soit fo:x € R} — —
%

» | Recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte. ‘ On utilise la méthode de varia-
tion de la constante, en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

C(x) C'(z)x — C(x)

2

VeeRy, fp(r)= Alors : V2 e RY,  f'p(x) =

X

Par suite : V z € qu ZL’f’p(ZE) + fP(ZL’) _ C”(ff)fﬂx— C’(‘T) 4 Ciﬁf)

Dou:VazeR:, zfp(x)+ (z—1)fp(z)=C"2)

On en déduit que fp est solution de (Es) si et seulement si: Vo € R, C'(x) = arctan(z). Pour déterminer
C, il “suffit” de connaitre une primitive de arctan. Je vous renvoie alors au chapitre précédent, dans lequel
nous avons déterminé une telle primitive (par intégration par parties). On a donc :

VzeR;, C(z)=wzarctan(z) —In (V1 + 2?)

In (m)

Une solution particuliére de (E5) est donc fp : # € R} —— arctan(z) —
%

» Conclusion. ‘ D’apres les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de

ln(\/1+x2) +€ (C €R)

(Es5) sur RY est : g.: & € R% —— arctan(z) — .

C+1n(v1+ z?
c’est-a-dire | g : © € R} —— arctan(z) — ( ) (C eR)
75
Remarque : de méme, la solution générale de (E5) sur R* est
C+1n(v1+ 2?
ge 1 ¢ € R* — arctan(z) — n =) (C eR)
z
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f)| Résolution de I’équation différentielle (Eg) : x(2* — 1)y’ + 2y = 2

> ‘ Choix de l’intervalle de résolution. ‘ Les trois fonctions a, b et ¢ sont continues sur R, mais a s’annule
en 0, en 1 et —1... On a donc 'embarras du choix pour Uintervalle de résolution : | — oo; —11[, | — 1;0],
]0;1[ ou | 1;400[. Nous prendrons dans un premier temps | 1; +oo [ comme intervalle de résolution.

L’intervalle de résolution de (Eg) est Is = ] 1; 400 |.

> ‘Résolution de I’équation homogéne associée.‘ Notons (Hg) z(2? — 1)y’ + 2y = 0 I'équation homo-

géne associée a (Eg). On a :

L b)) 2
veeRs, alr)  x(2x2—1)

. . b
On détermine une primitive de — sur I4 par le biais d’'une décomposition en éléments simples.
a

2 a b c
3 (a,b,c) eR3, Vo€ Iy, ———— = —
(a,,¢) re e x(x?—1) x+x—1+x+1
Par la méthode de votre choix (identification ou limites), on obtient a« = —2, et b = ¢ = 1. Par conséquent :
2 2 1 1
Vee Iy, ————=—+

z(x?—1) T :1:—1+x—|—1

b 21
Une primitive de — sur /s est donc A: x € R} —— In (a: 5 >
a x

2,

D’aprés le cours, la solution générale de (Hg) est fo:x € RY — C’efln(%zﬁ2> soit

02

» Recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte.‘ On utilise la méthode de varia-
tion de la constante, en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

C(x)x?
vxe ]67 fP(x): xg_)l

(C'(x)2? + 22C(2)) (22 — 1) — 220 (x)2?

Alors :Vz e I, f'plx)=

(22 —1)°
Soit : Ve Iy, [fplx)= (C'(z)2* + 2370((962)) (ii;— 1) — 22°C(x)
Soit enfin : ¥z € Iy, f'p(x) = (C'(x)2* + 22C(x) 23530(1;)2
z? —1 (22 —1)
Par suite : 4
Vaee I, x(@®—1)fp(x)+2fp(z) =z (C'(x)x* + 22C(x)) — 2;6:(? + QiQ(x—)xl
Ve Ty a(a— Df pl) 1 2fpla) = O'la)a® +26°0(a) - g0y 2D

222 (22 — 1) C(x) B 224C () N 2C (z)2?

=Vae Iy, @ -1)fp()+2fp(x) =C'(x)2° + 21 21 22— 1
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2040 (z) — 22°C(x) — 22°C(2) + 2C (x)2?
x?—1

= Vre Ly, z(@*=1)fp(x)+2fp(x) = C'(z)x>+

—Vre g, x@®—-1)fpx)+2fp(x)=C"Nx)d
On en déduit que fp est solution de (Eg) si et seulement si : V z € I5, C'(z)r® = 2. Pour déterminer C,
il “suffit” de connaitre une primitive de x — 1/x sur Is. On a donc :

22 In(x)

2 —1

Vee I, C(x)=In(z) Une solution particuliére de (Eg) est donc fp:z € Ig+—

» Conclusion. ‘ D’apres les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de
(Eg) sur Ig est

2 In(z) N Cx? 2?2 (C + In(z))

go:T € ]6f—)x2_1 x2—1(CER) c’'est-a-dire | g, : x € [g+—> =1

(C €R)

Remarque : la solution générale de (Es) est la méme sur |0;1[. En revanche, sur chacun des intervalles
7?2 (C +In(—x))

2 —1

] —oo;—1[et | —1;0[ est g.:x+— (C eR)|

g)| Reésolution de ’équation différentielle (E;) : sin(z)y’ — cos(x)y — sin®(z) = 0

Contrairement aux apparences, ce n’est pas une équation homogéne puisque :

(E7) : sin(x)y’ — cos(x)y = sin®(x)

» Choix de ’intervalle de résolution. ‘ Les trois fonctions a, b et ¢ sont continues sur R, mais a s’annule

en k7 (avec k € Z). On peut donc prendre comme intervalle de résolution tout intervalle [, = | km; (k+ 1) 7 [,
et puisque I'on ne nous impose rien ici, choisissons Iy = | 0; 7 [.
‘L’intervalle de résolution de (E7) est donc Iy = |0; 7| ‘

» Reésolution de I’équation homogéne associée.‘ Notons (H7) sin(z)y’ — cos(x)y = 0 I'équation ho-
mogeéne associée a (E£7). On a :

b b
Vae I, aii; = —cotan(z); une primitive de - sur Iy est donc A:x € Iy —In(sin(z)).?

D’aprés le cours, la solution générale de (Hy) est fo:x € [y — Cem6in(@) goi

fo:x € Iy— Csin(z) (C € R)|

3. Il ne s’agit pas ici d’'une primitive usuelle & proprement parler, puisque la fonction cotangente n’est méme pas une
fonction usuelle du programme (de Sup ou de Spé). Mais la fonction & intégrer (—cos /sin) étant de la forme —u'/u, une de
ses primitives est donc — In |u|, c’est-a-dire — Inu dans la présente situation puisque la fonction u = sin est a valeurs positives
sur l'intervalle Ij.
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» Recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte.‘ On utilise la méthode de varia-
tion de la constante, en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

Vze Iy, fp(x)=C(x)sin(x)
Alors :Vaz € Iy, [f'p(x)=C"'(z)sin(z)+ C(x) cos(x)
Par suite : Vo € Iy, sin(z)f'p(x) — cos(x)fp(x) = C'(x) sin?(x) + C(z) cos(z) sin(z) — C(z) cos(z) sin(z)
Dou:Vaxe Iy, sin(z)f p(x)—cos(z)fp(r) = C'(x)sin’(x)

On en déduit que fp est solution de (E7) si et seulement si : Vo € RY, C'(z)sin®(z) = sin®(x).

DouVz € Iy, C'(x)=sin(x), et par suite : Vx € Iy, C(x) = — cos(z).

Une solution particuliére de (F7) est donc fp:ax € Iy — —sin(z) cos(z) ‘

)\ Conclusion. ‘ D’aprés les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de
(E7) sur Iy est

ge:x € Iy —> —sin(x) cos(x) + C'sin(x) (C € R)

c’est-a-dire

ge:x € Iy (C —cos(x))sin(z) (C € ]R)‘

Remarque : de méme, la solution générale de (E7) sur I, = | km; (k+ 1) 7 [ est
ge:7 € I — (C — cos(x))sin(z) (C €R)|
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EXERCICE 2. — Résoudre I'équation différentielle (FE) : (22 + 1)y — 2y = (22 + 1)*2

L’équation a résoudre est une EDL d’ordre 1 avec second membre.

» Résolution de I’équation homogéne associée (H) : (2> + 1)y — 2y = 0. Les fonctions a et b étant
continues sur R, et a ne s’annulant pas sur R, la solution générale de (H) sur R est yg(z) = Ce™4®) ou A
est une primitive de b/a sur R, et C' un réel arbitraire. Or :

b(x) -z

b
VereR, —= = ; une primitive de — sur R est donc A : z € R+— —In(v/1 + 22).
a(x)  2?2+1 a

D’apreés le cours, la solution générale sur R est fy : z € R — Ce™(V1+2%) goit
fu:ze R— CV1+42% (CeR)|

» Solution particuliére de 1’équation compléte (F) : on peut utiliser la méthode de variation de la
constante, c¢’est-a-dire en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

VeeR, fp(x)=C(x)V1+a?

Alors : Vz € R, f'p(x) =C"(z)V1+ 22+ C(x)\/%
x

Par suite : Vo € R, (22 +1)f'p(z) —zfp(z) = C'(x) (2* + 1)3/2 + C(x)ava? +1—aC(z)Va® + 1

J/

'

=0
Dot:VzeR, (224 1)fp(x)—afp(z) =C'(z)(2*+1)*?

3/2 _

On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si: Vo € R, C'(z) (z* + 1) (2 + 1)3/2, soit :

Vo eR, C'(z) =1. Une primitive sur Rest : Vo € R, C(z) = z.
On en déduit que la fonction fp:x € R — 2v/22 4+ 1 est une solution particuliére de (E).

» Conclusion - Solution générale de 1’équation compléte (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution
générale de (F) est :

fiz€ R (e +C)Va? 11 (CER)|

EXERCICE 3. — (Mines d’Albi, Douai, Nantes...). Résoudre ’équation différentielle
(E): 2%y 4 (22 — 1)y = 0 sur chacun des intervalles R* et R*.

L’équation a résoudre est une EDL d’ordre 1 homogeéne. Les fonctions a et b étant continues sur R7, la

solution générale sur R* est y(z) = Ce 4@ ou A est une primitive de b/a sur R*, et C' un réel arbitraire.
Or:
blz) 2x—-1 2z 1

b
VreR: = = = — —: une primitive de — sur R* est donc A : z € R* — In(2?) +
7 a(x) x2 2 a2 P a * * (")

T
D’aprés le cours, la solution générale sur RY est f: 2 € R} Ce~ W) +/z ghi¢

C i
froe Ry — —e Ve (C eR)|

Solution analogue sur R*.
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EXERCICE 4. — (Mines d’Albi, Douai, Nantes...). Résoudre ’équation différentielle

(E): ay +y=ch(x)sur RY.

[’équation a résoudre est une EDL d’ordre 1 avec second membre.

» Reésolution de 1’équation homogéne associée (H) : xy’ +y = 0. Les fonctions a et b étant continues
sur R%, et a ne s’annulant pas sur R* | la solution générale de (H) sur R est yg(z) = Ce 4@ ot A est une
primitive de b/a sur R’ , et C' un réel arbitraire. Or :

b 1 b
VreRy, blw) =_; une primitive de J sur R* est donc A: z € R} +—— In(x).

()

Q

D’aprés le cours, la solution générale sur RY est fy : 2z € R} — Ce~"(®) g0it

fu:x€ Rj%% (C eR)|

» Solution particuliére de ’équation compléte (F) : on peut utiliser la méthode de variation de la
constante, c¢’est-a-dire en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

VeeRy, fol)= 0
Alors : Vo € RY,  f'p(z) = xC'(f")xQ— C(z)
Par suite : Vo € RY, af'p(x) + fp(x) = :L’C’(x)z— Clx) i C;x)

Dou : V2 € RY, zf'p(x) + fp(z) = C'(2)

On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si: Vo € RY, C'(z) = ch(z). Une primitive sur R*
est : Vo € RY, C(z) =sh (z).

On en déduit que la fonction fp: 2z € R}

est une solution particuliére de (E).

sh (z)

» Conclusion - Solution générale de I’équation compléte (£) : d’aprés ce qui précéde, la solution
générale de (F) est :

C +sh (x)

fire R — .

(C eR)|
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EDL D’0ORDRE 1 — PROBLEMES DE CAUCHY.

EXERCICE 5. — DESINTEGRATION RADIOACTIVE. \ Dans un tissu radioactif, les lois de la Physique
permettent d’affirmer que la vitesse de désintégration des noyaux radioactifs (a I'instant t) est proportionnelle
au nombre N (t) de noyaux radioactifs présents dans le tissu & I'instant ¢.*

Ce phénoméne, appelé désintégration radioactive, peut )

étre modélisé par le probléme de Cauchy suivant : "
Np 1

dN (t
Vite|0;+oo], dt()+AN(t):0

Ny/2 4

N (0) = N,

ou Ny est le nombre de noyaux radioactifs présents a

+-—————-

Iinstant ¢ = 0, et A désigne une constante strictement
positive.

demi-vie t

1) Déterminer I'expression de N (t) pour tout réel ¢ > 0.

[’équation a résoudre est une EDL d’ordre 1 homogeéne. Sans difficulté, la solution générale de (E) sur
R, est:
f:teR, — Ce ™ (C €R)

La condition initiale impose C' = Nj.

Conclusion. L'unique solution du probléme de Cauchy est : V¢ € Ry, N(t) = Nye M

2) Déterminer la période de demi-vie, c’est & dire la valeur de T telle que : N(T') = Ny/2.

D’aprés ce qui précéde :

N(T) = No/2 <= Noe M = Ny/2 <= e M =1/2 <= T =1n(2)

Conclusion. La période de demi-vie est T = In(2).

4. Pour plus de précisions a ce sujet, consulter M Roveillo!
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EXERCICE 6. — \EVOLUTION D’UNE TENSION.\

On peut étudier ’évolution de la tension u(t) lors de la charge
d’un condensateur & travers un résistor, sous une tension F.
La tension u(t) est dans ce cas donnée par :

u(t)

du (t) LY (t) E

Vite 0+, o 70 = RO

u (0) = ug (up € Ry)

Llo-l

1) Déterminer I’expression de u(t) pour tout réel ¢ > 0.

On commence par résoudre sur R, I’équation homogéne associée :

Il est immédiat que la solution générale de cette équation est :
f:teR, — Ke /RC (K € R)
Le second membre de I’équation compléte étant constant (de méme que les coefficients), on recherche une
solution particuliére constante. Il est aisé de voir que la fonction constante égale & F est solution.
On déduit de ce qui précéde que la solution générale de I’équation avec second membre est :
fiteER — E+ Ke /¢ (K € R)
La condition initiale impose :
F+K=uyy<— K=uy— F
Conclusion. Lunique solution de ce probléme de Cauchy est :

Vte Ry, ut) = B+ (ug — E)e /R soit 1 Vte Ry, u(t) = E (1 — e /) 4 yge /RO

2) Déterminer la limite de u(t) lorsque t tend vers +o0.

D’aprés la question précédente : 1tlim u(t) = F.
—

+oo
y’—g+1n(x) =0
EXERCICE 7. — Résoudre le probléme de Cauchy : g
y(1) =1
L’équation a résoudre est une EDL d’ordre 1 avec second membre.
Y

» Reésolution de I’équation homogéne associée (H) : y' — = = 0. Les fonctions a et b étant continues
X

sur R* | et a ne s’annulant pas sur R*, la solution générale de (H) sur R est yy(z) = Ce™4@ ont A est une
primitive de b/a sur R, et C un réel arbitraire. Or :

b 1 b
VxeR:, ba) = ——; une primitive de — sur R* est donc A : x € R —— —In(x).
7 a(r) x a + +

D’aprés le cours, la solution générale sur RY est fy: 2 € R — Ce@) goit,
fo:xe R — Cx (CeR)|
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» Solution particuliére de 1’équation compléte (F) : on peut utiliser la méthode de variation de la
constante, c¢’est-a-dire en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

VeeR:, fp(r)=Cla)x
Alors : Vz e RY,  f'p(x) = 2C'(x) + C(x)

Par suite : Vo € RY,  f'p(z) — fPT(x) =2C'(z) + C(z) — C(x)

Dot : Vo € RY, fplx) — fPT@) =xC'(z)

On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si : V 2 € RY, 2C'(z) = —ln(z) <= V x €
1 In’

R%, C'(x) = — n(:c) Une primitive sur RY est : Vo € RY, C(x) = —HT@).

zIn*(x)

On en déduit que la fonction fp: 2 € R} — — est une solution particuliére de (F).

» Solution générale de I’équation compléte (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de (E)
est :

f:xe€ Rin(C—hﬁT@)) (C eR)|

» La condition initiale (y(1) = 1) impose : C' = 1.
» Conclusion. L’unique solution de ce probléme de Cauchy est :

fxe R*Jr»—>x(1—ln22<m)>

EXERCICE 8. — Résoudre le probléme de Cauchy :

1
24/1 — 22

3)-

[’équation a résoudre est une EDL d’ordre 1 avec second membre.

zy' +y =

» Intervalle de résolution : le second membre, la condition initiale, et le fait que a s’annule en 0 imposent
de résoudre 1’équation différentielle sur I =]0, 1].

» Reésolution de ’équation homogéne associée (H) : xy' +y = 0. Les fonctions a et b étant continues
sur I, et a ne s’annulant pas sur I, la solution générale de (H) sur I est yg(x) = Ce™4@ oi A est une
primitive de b/a sur I, et C' un réel arbitraire. Or :

b(x)

b
Vaoe I, —= = —; une primitive de — sur [ est donc A : 2z € I — In(z).
a(xr) =« a
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D’aprés le cours, la solution générale sur I est fg :x € I — Ce™ ™) soit

fua:xe IH% (C eR)|

» Solution particuliére de I’équation compléte (£) : on peut utiliser la méthode de variation de la
constante, c¢’est-a-dire en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

C(z)

X

Vl’EI, fP(x):

_ xC'(x) — C(x)

T2

Alors :Vz e I, f'p(x)

Par suite : Vo € I, zf'p(z)+ fp(x) = xC”(m)x— Clz) + Off)

Dou:Vuze I, zf' p(x) + fr(z) = C'(x)

On en déduit que fp est solution de (£) si et seulement si : Vx € I, C'(x) = Q\/ﬁ Une primitive sur [
arcsin(z)

est : Ve e I, C(z) = 5

arcsin(z)

On en déduit que la fonction fp:x € I — 5
x

est une solution particuliére de (F).

» Solution générale de I’équation compléte (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de (E)
est :

C' + arcsin(z)

fixe [— (C eR)|

2x
» La condition initiale (y(1/2) = 0) impose : C' = — arcsin(1/2), cad : C' = —= /6.
» Conclusion. L’unique solution de ce probléme de Cauchy est :
arcsin(r) — %
frre Ie WG
2z

EDL D’ORDRE 2.\
EXERCICE 9. — Résoudre les équations différentielles linéaires du second ordre suivantes :

1) y//_|_y/ _ 2y — :L,Ze—x

» Résolution de I’équation homogéne associée (H) : y”" +y’' —2y =0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : 1?2 +1r—2=0

(EC) posséde deux racines : 1 et —2.

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

fH r € R— Clex+026_2x (Cl et Oy € R) .
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» Solution particuliére de I’équation avec second membre. Puisque le coefficient de ’exponentielle
au second membre (—1) n’est pas racine de I’équation caractéristique, on peut chercher une solution sous
la forme :

Vee R, fp(x)=(ax®+br+c)e™ (avec a, b et créels).

La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel x :
[P (z) = (—az?* + (2a — b)x + b —c) e " puis : fp"(z) = (ax? + (b —4a)x +2a — 20+ c)e™™
Par suite : Vo € R, f"p(x) + f'p(z) — 2fp(x)
=e 7 [az? + (b—4a)r + 2a — 2b+ ¢ — ax® + (2a — b)x + b — ¢ — 2ax* — 2bx — 2]
Dou:Vrxe R, f'plx)+ fplx)—2fp(x)=e"[-2a2®—2(a+b)x + 2a — 2c — 1]
On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si :

Vrze R, e [—2ax* —2(a+b)x +2a —2c— b =2 " <= Vze R, —2ax*-2(a+b)z+2a—2c—b = z?

—2a=1 a=—1/2
— (¢ 2a+b)=0 <= b=1/2
20 —2c—b=0 c=—-3/4
—9232 4 27 — 3
On en déduit que : la fonction fp:z € R+ v tl x e~ * est une solution particuliére de (F).

» Solution générale de ’équation compléte (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de
(E) est :

—222 + 22— 3

1 e " + C’lem + 0267233 (Cl et CQ € ]R) .

frxe R—s

y" Yy
7_y/_i_§:Sh(x)<:>y//_2y/_'_y:egc_efgﬁ

» Résolution de I’équation homogéne associée (H) : y” — 2y’ +y = 0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 —2r +1 =0
(EC) posséde une unique racine : 1.

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

‘iniUE Rl—>(01+023c)e$ (Cl et CQER)‘

» Solution particuliére de 1’équation avec second membre.

D’apreés le principe de superposition des solutions, on cherche séparément une solution particuliére de
y" — 2y’ +y = e”, et une solution particuliére de y” — 2y’ +y ="

> Solution particuliére de y” — 2y’ +y = e”.

Puisque le coefficient de I'exponentielle au second membre (1) est racine double de I’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :
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Vze R, f[fp(r)=ar?e” (avec a réel).
La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel z :
fp'(x) = (ax? + 2ax) e® puis : fp"(x) = (ax? + 4ax + 2a) e®
Par suite : Vo € R, f"p(x) — 2f p(x) + fp(z) = €* [az? + dax + 2a — 2ax* — 4az + az?] = 2ae”.
On en déduit que fp est solution si et seulement si :
Ve R, 2ae"”:ez<:>a:%

2.z

On en déduit que : |la fonction f; : 2 € R +— est une solution particuliére de y” — 2y’ +y = e”.

x

> Solution particuliére de y” — 2y’ +y =e™*.

Puisque le coefficient de I'exponentielle au second membre (—1) n’est pas racine de I’équation caracté-
ristique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vee R, fp(r)=ae™ (avec a réel).
La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel z :

fP'(x) = —ae ™™ puis : fp"(z) = ae™™

Par suite : Vo € R, f'p(x) —2f p(x) + fp(x) =e " [a+ 2a + a] = 4ae™™.

On en déduit que fp est solution si et seulement si :

1
Vre R, 4ae’w:e’m<:>azz

—X
€ x

On en déduit que :|la fonction fy : 7 € R +— est une solution particuliére de y” — 2y’ +y = e™".

> D’aprés le principe de superposition, on déduit de ce qui précéde que :

IZGx —x

2 4

la fonction f: 2 € R+— est une solution particuliére de y” — 2y’ + y = 2sh (z).

» Solution générale de I’équation compléte (E) : d’aprés ce qui précede, la solution générale de
(E) est :

2 C C -
f:xe R>—>x+ ;x—i— 1ex—e4 (Cy et Cy € R)|.
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3)

'+ 2y +y = xe®

» Résolution de I’équation homogéne associée (H) : y” + 2y’ +y = 0.
L équation caractéristique associée est (EC) : 7% +2r +1 =0

(EC) posséde une racine double : (—1).

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

fr:x € R— (Cr+Coz)e™ (Cret C, €R)|

» Solution particuliére de I’équation avec second membre. Puisque le coefficient de ’exponentielle
au second membre (1) n’est pas racine de 1'équation caractéristique, on peut chercher une solution sous
la forme :

Vee R, fp(xr)=(ax+0b)e* (avec a et b réels).

La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel x :

fP'(x) = (ax + a+ b) e® puis : fp"(z) = (ax + 2a + ) e”

Par suite : Vo € R,  f"p(x) +2f p(z) + fp(x) = €” [az + 2a + b+ 2az + 2a + 2b + ax + b]
Dioh: Vo€ R, fp(x) + 21 p(x) + fole) = ¢ [daz + 4 (a -+ b)

On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si :

1 1
Vze R, dax +4(a+b) = 2] <= [azz/\b:——}

r—1

On en déduit que : la fonction fp: 2z € R +— e” est une solution particuliére de (FE).

» Solution générale de 1’équation (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de (F) est :

r—1

fixre R— "+ (C1+ Cox)e™ (OletCQER)’.

y"+y' =3+2

On peut résoudre cette équation comme précédemment : comme ce corrigé comporte suffisamment de
résolutions d’EDL2, on présente ici une autre méthode.

Via le changement de fonction inconnue Y = 3/, ’équation de I’énoncé devient une EDL1 : Y'+Y = 3+2z.

La solution générale s’obtient aisément : Vo € R, Y (z) =2x+ 14 Cie™* (avec C; € R).

En revenant & la fonction initiale, on peut conclure que la solution générale de (F) est :

frre Re—a?+a+Cre ™ +Cy (Cret Gy €R)|
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5) y' + 4y + 4y =sinzx
» Résolution de ’équation homogéne associée (H) : y” + 4y’ + 4y = 0.

L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 +4r +4 =0

(EC) posséde une racine double : (—2).

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

‘fHZJIG Rr—>(C'1+C'2x)e_2x (Cl et CQER)‘

» Solution particuliére de I’équation avec second membre. On observe que sin(z) = Im (eix), et
on introduit ’équation :

(E/) y// + 4y/ + 4y — eix

Puisque le coefficient de I'exponentielle au second membre (i) n’est pas racine de 1’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vze R, f[fp(r)=Ke?® (avec K réel).
La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel z :

fp'(x) =iKe"” puis : fp" (1) = —Ke'*

Par suite : Vo € R,  f"p(x) +4f p(x) +4fp(z) = e [~ K + 4iK + 4K]
Dou:Vze R, [f'plx)+4fp(z)+4fp(x)=Ke®[3+ 4

On en déduit que fp est solution de (E’) si et seulement si :

, . 1
Vaoe R, Kel®[3+4i] = e* = K = :
344
D'ou fp(x) = CWWT e est une solution particuliére de (E').
i
Or pour tout réel z :
1 : 3 — 4i
frla) =5 T ™ " (cos() + isin(z))

D’ou pour tout réel z :

Im (fp(z)) = 2—15 (3sin(x) — 4 cos(z))

On en déduit que :

1
la fonction gp : v € R+— % (3sin(x) — 4 cos(z)) est une solution particuliére de (£).
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» Solution générale de 1’équation (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de (F) est :

1
f:x e Rr— 9 (3sin(x) — 4cos(z)) + (C1 + Coz)e ™ (C) et Cy € R) |,

y" — 4y’ + 4y = cos (2x)
» Reésolution de 1’équation homogéne associée (H) : y” — 4y’ + 4y = 0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 —dr +4 =0

(EC) posséde une racine double : (2).

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

fHCZ‘E Rl—>(01+021’>62x (01 et CQER).

» Solution particuliére de 1’équation avec second membre. On observe que cos(2z) = Re (em),
et on introduit I'’équation :

(E/) y// o 43// 4 4y — eQiac
Puisque le coefficient de 'exponentielle au second membre (2i) n’est pas racine de I’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vere R, fp(x)=Ke* (avec K réel).
La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel z :

[ (z) = 2iKe*® puis : fp"(z) = —4Ke*®

Par suite : Vo € R,  f'p(x) —4f p(x) + 4fp(z) = %7 (—4K — 8K + 4K)
Dou:Vze R, [f'plx)—4fp(z)+4fp(x) = Kel (-8i)
On en déduit que fp est solution de (E') si et seulement si :

) ) 1
Vaoe R, —8iKel =2 = K = i
—8i

1
D’ou fp(z) = —r e® est une solution particuliére de (E').
—8i

Or pour tout réel x :

fr(x) = _L& e’ = éi(cos(Zx} + isin(2z))

D’ou pour tout réel z :

Re (fp(z)) = —% sin(2x)
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On en déduit que :

1
la fonction gp : v € R+— ~3 sin(2x) est une solution particuliére de (E).

» Solution générale de ’équation (F) : d’aprés ce qui précede, la solution générale de (F) est :

f:xe Rr— —%sin(Zm) + (C1 + Cyz) e** (Cy et Cy €R) |

y" + 4y’ — by = 3e”

» Résolution de

I’équation homogéne associée (H) : y" + 4y’ — 5y = 0.

L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 +4r — 5 =0

(EC) posséde deux racines : 1 et —5.

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

fH € R— 01696—}‘02675‘76 (Cl et Cy € R) .

» Solution particuliére de 1’équation avec second membre.

Puisque le coefficient de I'exponentielle au second membre (1) est racine double de I’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :

La fonction fp est

Voee R, fp(r)=azxe® (avec a réel).

de classe €2 sur R et on a pour tout réel x :

fp'(x) = (ax + a) e® puis : fp"(x) = (ax + 2a)e”

Par suite : Vo € R, f"p(x) +4f p(x) —5fp(z) = ae” [x + 2 + 4x + 4 — 5x] = Gae”.

On en déduit que fp est solution si et seulement si :

Ve R, 6aex:3ex<:>a:§

On en déduit que :

xT

Te ,
la fonction fp:2 € R+— est une solution particuliére de y” + 4y’ — 5y = 3e”.

» Solution générale de 1’équation (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de (E) est :

xe®

f:xe R— + C1e” + Coe™™ (Cy et Cy €R) |,
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VRS
—€ —€
2° "2

» Résolution de 1’équation homogéne associée (H) : y” — 3y’ + 2y = 0.

8) (MinSup) " — 3y’ + 2y =ch (z) <= ¢" — 3y’ + 2y =

[’équation caractéristique associée est (EC) : > —3r+2=0

(EC) posséde deux racines : 1 et 2.

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

fHZ[EE R|—>Clex+02€2x (01 et CQER).

» Solution particuliére de 1’équation avec second membre.

D’apres le principe de superposition des solutions, on cherche séparément une solution particuliére de

y" =3y +2y = 3 e’ et une solution particuliére de y” — 3y’ + 2y = 3 e

1
> Solution particuliére de y” — 3y’ + 2y = 3 e’.

Puisque le coefficient de I'exponentielle au second membre (1) est racine simple de I’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vee R, fp(x)=aze® (avec a réel).

La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel z :

fP'(x) =a(zx+1)e” puis : fp'(z) =a(x+2)e”

Par suite : Vo € R, f"p(x) —3f p(x) +2fp(x) = ae® [z 4+ 2 — 3z — 3 + 22| = —ae”.

On en déduit que fp est solution si et seulement si :

1
Vze R, —aezzﬁex@a:——

xT

Te
On en déduit que : la fonction f; 12 € R — — 5 est une solution particuliére de y” — 3y’ + 2y = €”.

> Solution particuliére de y” — 3y’ +2y =e™".

Puisque le coefficient de I’'exponentielle au second membre (—1) n’est pas racine de I’équation caracté-
ristique, on peut chercher une solution sous la forme :

Voee R, fp(r)=ae™™ (avec a réel).
La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel x :

—T

fp'(x) = —ae ™ puis : fp"(x) = ae
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Par suite : Vo € R,  f"p(x) = 3f'p(x) +2fp(z) = e " |a+ 3a + 2a] = Gae™™".

On en déduit que fp est solution si et seulement si :
_ 1 _
Vzxe R, bae zzée Tee—a=—

On en déduit que :

la fonction fo :x € R+— 612

—x

1
est une solution particuliére de y” — 3y’ + 2y = 3¢

> D’aprés le principe de superposition, on déduit de ce qui précéde que :

T T

xe e
+

5 3 est une solution particuliére de y” — 3y’ + 2y = ch(x).

la fonction f:z € R+— —

» Solution générale de I’équation compléte (E) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de
(E) est :

T —x

xre €
+

: R+— —
fiwe 2 12

+ Che” + 02621 (01 et Cy € R) .

(MinSup) y” + 6y’ + 9y = e 4 2e73*
» Résolution de ’équation homogeéne associée (H) : y” + 6y’ + 9y = 0.

L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 4+ 6r +9 =0

(EC) posséde une racine double : —3.

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

‘fH::ce R +— (C) + Coz) e (O} et CQER)‘.

» Solution particuliére de ’équation avec second membre.

D’apres le principe de superposition des solutions, on cherche séparément une solution particuliére de
y" + 6y’ + 9y = 3%, et une solution particuliére de y” + 6y + 9y = e3®

> Solution particuliére de y” + 6y’ + 9y = e37.

Puisque le coefficient de ’exponentielle au second membre (3) n’est pas racine de ’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vre R, fp(z)=ae® (avec a réel).

La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel z :

fp'(x) = 3ae3® puis : fp"(x) = 9ae®”
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Par suite : Vo € R, f"p(x) + 6 p(x) + 9fp(x) = ae® [9 + 18 + 9] = 36ae.
On en déduit que fp est solution si et seulement si :

1
Ve R, 36ae3x:egm<:>a:%

1
On en déduit que : la fonction f1 : 2 € R +— 36 e3? est une solution particuliére de y” + 6y’ + 9y = 7.

T

> Solution particuliére de y” + 6y’ + 9y = e =37,

Puisque le coefficient de 'exponentielle au second membre (—3) est racine double de I'équation caracté-
ristique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vze R, f[fp(r)=ar?e (avec a réel).

La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel z :

fp'(x) = ae " (2x — 32?) puis : fp"(x) = ae™" (2 — 12z + 92?%)

Par suite : Vo € R, f"p(x) +6f p(x) +9fp(x)
= ae % 2 — 122 + 922 + 122 — 1827 + 92%] = 2ae 3.

On en déduit que fp est solution si et seulement si :

1
Ve R, 2ae_3”:e_3x<:>a:§

On en déduit que :

3z

1
la fonction fo : 2z € R +— 5 2273 est une solution particuliére de y” + 6y’ + 9y = e~

> D’aprés le principe de superposition, on déduit de ce qui précéde que :

1
la fonction f: 2 € R+— B 3 4 22737 est une solution particuliére de y” + 6y’ + 9y = €37 + 2737,

» Solution générale de 1’équation compléte (£) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de
(E) est :

1 . ) )
fixe€ R— %e‘sx—%xQe*“—l—(Cl—i—ng)e’“ (Cy et Cy €R) |,
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10) v — 2y +y = 6xe”

» Reésolution de I’équation homogeéne associée (H) : y” — 2y’ +y =0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : 72 —2r +1 =0

(EC) posséde une unique racine : 1.

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :

fHZ.CL’G R%(CH%—CQx)e”” (Cl et C2ER)‘

> Solution particuliére de 3" — 2y'y = 6ze”.

Puisque le coefficient de I'exponentielle au second membre (1) est racine double de I’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vee R, [fp(z)=(ax®+br?*)e” (avec a et bréels).

La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel  :
fp'(x) = e* (az® + (b+ 3a) x* + 2bx) puis : fp"(x) = e* (az® + (b + 6a) z* + (4b + 6a) x + 2b)
Par suite : Vz € R, f"p(z) —2f p(x) + fp(x)
= e® [az® + (b+ 6a) 22 + (4b + 6a) z + 2b — 2az® — 2 (b + 3a) 22 — 4bx + az® + bz?] = (6ax + 2b)e”.
On en déduit que fp est solution si et seulement si :
Ve R, (6ax + 2b)e” =6ze” <= a=1Ab=0

On en déduit que :

la fonction f : 2 € R +— 23e® est une solution particuliére de y” — 2y + y = 6xe”.

» Solution générale de I’équation compléte (E) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de
(E) est :

fixe R— (C;+ Cor+2%)e” (Cret Cy eR)|.
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11) y" +y=lz[+1
[’idée est ici de résoudre séparément 'EDL sur R, et sur R_.

» Sur R, I'équation a résoudre est : " +y =z + 1.

Sa solution générale est : | f : x € Ry —— (Cycos(z) + Coysin(x)) +z+1 (Cy et Cy € R) |

» Sur R_, I'équation a résoudre est : y”/ +y = —x + 1.

Sa solution générale est : ‘f cx € Ro+—— (Kjcos(z) + Kysin(z)) —z+ 1 (K et Ky € R) ’

» La question de savoir s’il existe des solutions sur R est un peu plus fine.

Une fonction f définie sur R et a valeurs réelles est solution de 'EDL sur R si et seulement si :

Voe Ry, f(x)=(Cycos(z)+ Cysin(x)) +x + 1
Ve R, f(x) = (K;cos(x) + Kysin(x)) —z+ 1
li = li

. L) = T 70

o S0 =l S

Vee Ry, f(x)=(Cicos(z)+ Cysin(x)) +x + 1
Ve R, f(x)=(K;cos(x)+ Kysin(z)) —x + 1
Ci+1=K +1

02 + 1 - KQ - 1

Les solutions sur R de 'EDL2 v + y = |z| + 1 sont les fonctions f définies par :

(Cycos(x) + Cysin(z)) +x+1 si >0
Vee R, f(z)=
(Crcos(z) + (Co+2)sin(z)) +x+1 si <0

ou C] et Cy désignent deux réels arbitraires.

12) y" +y = Max (z,0)
Comme précédemment, 1'idée est de résoudre séparément 'EDL sur R, et sur R_.

» Sur R, I'équation a résoudre est : ¢’ +y = x.

Sa solution générale est : | f: x € Ry — (Ccos(z) + Cysin(x)) +x (Cy et Cy € R)|.

» Sur R_, I’'équation a résoudre est : ¢y’ +y = 0.

Sa solution générale est : ‘f rx € R — (K cos(z) + Kpsin(z)) (K et Ky € R) ’
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» Cherchons les solutions sur R de 'EDL.

Une fonction f définie sur R et & valeurs réelles est solution de 'EDL sur R si et seulement si :

Vee Ry, f(x)=(Cicos(z)+ Cysin(x)) + x
Ve R, f(x) = (K;cos(x)+ Kysin(z))
lirélJr f(z) = h%l_ f(x)

xliI(I)lJr f'(x) :xliI(I)L f'(x)

Vee Ry, f(x)=(Cicos(z)+ Cysin(x)) +
Ve R, f(x) = (K;cos(x)+ Kysin(z))

C, =K

Co+1=K,

Les solutions sur R de 'EDL2 3" + y = Max (x,0) sont les fonctions f définies par :

(Cycos(z) + Cysin(x)) +x si >0
Vee R, f(x)=
(Cycos(x) + (Cy+ 1)sin(z)) si <0

ou C et Cy désignent deux réels arbitraires.

EXERCICE 10. — |Recherche d’une solution particuliére quand le second membre est “P(x)e**”

Pour chacune des équations différentielles linéaires suivantes, déterminer une solution particuliére.

Dans chaque question, on applique la régle du cours permettant de trouver une solution particuliére lorsque
le second membre est le produit d’un polynome et d’une exponentielle.

) E)y+y —2y=2—4z
On recherche une solution particuliére sous la forme : Vo € R, f(z) = ax +b.
Aprés calculs, une solution particuliére est : fp:2x € R — 2.
2) (B)y' +y=21
On recherche une solution particuliére sous la forme : Vo € R,  f(z) = az® + bx? + cx + d.
Aprés calculs, une solution particuliére est : fp: 2 € R — 23 — 62.
3) (E) y" +y = 2ze”

On recherche une solution particuliére sous la forme : Vo € R, f(x) = (axz + b) €” (puisque 1 n’est pas
racine de ’équation caractéristique).

. - 3
Apreés calculs, une solution particuliére est : fp: 2z € R+— (35 — 5) e”.
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4) (E) y" +y — 2y = 4a?e™

On recherche une solution particuliére sous la forme : Vo € R,  f(z) = (ax? + bx + ¢) e (puisque —1
n’est pas racine de I’équation caractéristique).

—T

Aprés calculs, une solution particuliére est : fp: 2 € R+— (=222 + 22 — 3)e
5) (E) " + vy — 2y = bdae®

On recherche une solution particuliére sous la forme : Vo € R, f(z) = (az® + bx)e® (puisque 1 est
racine simple de I'équation caractéristique).

Aprés calculs, une solution particuliére est : fp: x € R +— (927 — 61) ®
6) (E)y" =2y +y=6(r+1)e"

On recherche une solution particuliére sous la forme : Vo € R, f(z) = (az® + bz?)e” (puisque 1 est
racine double de I’équation caractéristique).

Aprés calculs, une solution particuliére est : fp: 2 € R+— (2% + 32%) e

\EDL D’ORDRE 2 — PROBLEMES DE CAUCHY.\

EXERCICE 11. — Résoudre le probléme de Cauchy :

y”" — 2y’ + 2y = e"sin(z)

/(G- (5)-o

» Résolution de I’équation homogéne associée (H) : y” — 2y’ +2y = 0.
[’équation caractéristique associée est (EC) : 1% —2r +2 =0

(EC) posséde deux racines complexes conjuguées : 1 £ 1.

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est donc :
fu:x e R— (C)cos(z) + Cysin(x))e® (Cy et Cy € R) ‘

> Solution particuliére de y” — 2y’ + 2y = e”sin(x).

On commence par observer que pour tout réel x on a : e”sin(x) = Im (e(Hl)m).

On introduit alors I’équation (E') : y" — 2y + 2y = el

Puisque le coefficient de 'exponentielle au second membre (1 + 1) est racine simple de 1’équation caractéris-
tique, on peut chercher une solution sous la forme :

Vze R, fp(z)=(azx+b)e*)® (avec K réel).

La fonction fp est de classe €2 sur R et on a pour tout réel x :

f'(z) = (1 +1i)ax + (1 41) b+ a) e1)? puis
fp"(z) = (2iaz + 2ib + (1 +1i)a + (1 +1)a) e )* = (2iaz + 2ib + 2a + 2ia) e(1H)?
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Par suite pour tout réel x on a :
f"p(x) = 2f p(x) + 2fp(x) = 17 (2iax + 2ib + 2a + 2ia — 2 (1 +1) ax — 2b — 2ib — 2a + 2ax + 2b) e F)®
= 2iqeI )=

On en déduit que fp est solution de (E’)” si :

Ve R, 2aetthr = o7 0n ¢ — _%

1+i)x

i )
On en déduit que la fonction [ :x € R —— —3 e est une solution particuliére de y” — 2y +2y = el +)?

Or pour tout réel z on a : f(z) = —= zel)® = —% ze® (cos(z) +isin(z)).

2

1
Dou:Vz € R, Im(f(z)) = 5 xe” cos(z).

On en déduit que :

1
la fonction f: 2z € R+— 5 ze” cos(x) est une solution particuliére de y” — 2y + 2y = e” sin(x).

» Solution générale de I’équation compléte (F) : d’aprés ce qui précéde, la solution générale de (F)
est :

1
fixe Rr— 5 ze” cos(x) + (Cy cos(x) + Cysin(z)) e” (Cy et Cy € R)|.

> Utilisation des conditions initiales.
Soit f une solution du probléme de Cauchy de I’énoncé. Alors on a :

1
Vz e R, flx) = —3 ze” cos(x) 4+ (C1 cos(z) + Cysin(z)) e”

D’ou :
Vz e R, f(z) = —% e” [(x + 1) cos(z) — sin(z)] + e ((Cy + Cy) cos(z) + (Cy — Cy) sin(x))

Les conditions initiales de I’énoncé (y <g> =y’ (g) = 0) se traduisent donc par le sympathique systéme :
CQGW/Q =0 CQ =0
<
1 1
Ee”/g—Cle”ﬂ:O 0125
Conclusion. L’unique solution du probléme de Cauchy de I’énoncé est la fonction définie sur R par :
1 1 £
Vz e R, flz) = ~3 xe® cos(x) + §ex cos(x) = ecc;ﬁ (1—2x)

5. Et que l'on aurait pu chercher fp sous la forme fp(z) = aze )% c'est la fatigue.
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EXERCICE 12. — Résoudre le probléme de Cauchy :

y// _ 4y — 46—2x

La solution générale de (E) est :

fire Re— —ze 2 4 (C1e?® + Che 2 (Cr et Cy eR) |

> Utilisation des conditions initiales.
Soit f une solution du probléme de Cauchy de ’énoncé. Alors on a :
Vz e R, f(z) = Cie** + (Cy —x) e
D’ot :
Vze R, fl(z) =201e* + [-2(Cy —x) — 1]e™>*

Les conditions initiales de I’énoncé (y(0) = 0,y’(0) = 1) se traduisent donc par le systéme :

Cr+Co=0 Ci=3
—
201—202—1:1 1

022—5

Conclusion. L’unique solution du probléme de Cauchy de I’énoncé est la fonction définie sur R par :

Vo e R, f(z) = —xe *" +sh (2x)
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EXERCICE 13. — OSCILLATEUR HARMONIQUE LIBRE. ‘ Le but de cet exercice est de résoudre une

équation différentielle modélisant ce que les Physiciens appellent un oscillateur harmonique. ¢. Tout au long
de cet exercice, on considére I'équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre :

(E): y"(t) +2my'(t) + wiy(t) = 0
dans laquelle m > 0, et wy > 0.

Par ailleurs, dans cet énoncé, résoudre (E) signifiera : déterminer les fonctions définies sur Ry et a valeurs
réelles solutions de (E).

1) Le cas m = 0 (sans frottements). Dans cette question, on suppose donc m = 0.

a) Résoudre (E).

b) Probléme de Cauchy. Soit yy un réel. Déterminer la solution ¢ de (E) satisfaisant les deux conditions
initiales : ¥(0) = yo et ¢'(0) = 0.

¢) Retour sur le cas général : montrer que la solution générale de (E) peut s’écrire fy(t) = K cos (wot — ¢)
(ot K et ¢ désignent deux réels).

2) Le cas m > 0 (avec frottements). Dans cette question, on suppose donc m > 0.

a) Vérifier que le discriminant A de équation caractéristique associée a (E) est : A =4 (m? — wd).

b) Résoudre (E) en distinguant les 3 cas : A < 0 (régime pseudo-périodique), A = 0 (régime critique) et
A >0 (régime apériodique).

3) Considérons a présent 'EDL :

(E) : y"(t) 4+ 2my'(t) + wiy(t) = Acos (wt)

dans laquelle on suppose que A, m, w et wy sont dans R’ . Déterminer une solution particuliére de F.

d’¢ R d 1
d q+—q:0

4) Soient R, L et C trois réels strictement positifs. Résoudre 1'équation (F) : — + T T Io

CORRIGE. Voir pdf du cours.

EXTRAITS DE DS\
EXERCICE 14. — |EDL 1|

b
x(x2—1)

a) Quel est I'ensemble de définition de f? Dans la suite, nous noterons D cet ensemble.

1) Soit f la fonction définie en posant : f(z) =

b) Déterminer la décomposition en éléments simples de f, c’est-a-dire déterminer trois réels a, b et c tels
que :

a b c

6. Pour plus de précisions a ce sujet, consulter. . .
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2) Résoudre I'équation différentielle suivante :
(E) : z(2? — 1)y’ + 2y = 2?

en n’oubliant pas de préciser l'intervalle de résolution (que vous étes libre de choisir).

CORRIGE.

1) a) | D =R\ {-1;0;1} |

b) Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle f.

: 1 a b c
3 (a,b R3 vV D, ——— =~
(a/7 JC)E y T € 71;(1;2_1) x+$_1+m+1
b b 24 (h— _
On a pour tout « dans D : — + 4y _(atdbtoa+(b-cjz—a
r xz—1 x+1 x(x?—1)
—a = 1 a = —1
Par identification, on en déduit le systéme : b—c = 0 dou:¢ b = 1/2
at+b+c = 0 c = 1/2
1 1 1/2 1/2
Conelusion : Vo € D, ———— = -1, 12 U

x (2?2 —1) x z—1 x+4+1

2) Les trois fonctions a, b et ¢ sont continues sur R, mais a s’annule en 0, en 1 et —1. On a donc 'embarras
du choix pour lintervalle de résolution : |—oo; —1[, |—=1;0[, ]0; 1 ou ] 1; 400 [. Nous pouvons par exemple
choisir I = | 1; +00 [ comme intervalle de résolution.

> ‘ Résolution de I’équation homogéne associée.‘ Notons (H) z(2?—1)y’+2y = 0 I'équation homogéne
associée a (E). On a :

. b(x) 2
vzeRs, alz)  x(2x2—1)

On détermine une primitive de — sur I par le biais de la décomposition en éléments simples du b).
a

Vel ’ 2+ ! + !
T _— ==
Tx(x?—1) r -1 x+1

b 21
Une primitive de — sur [ est donc A:z € [ —— In (x 5 >
a x

2

D’aprés le cours, la solution générale de (H) est fo:x € [ — Ce_ln(%> soit

2

xl (C eR)|

xr2 —

feixe I—
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» | Recherche d’une solution particuliére de 1’équation compléte.‘ On peut utiliser la méthode de
variation de la constante, en cherchant une solution particuliére fp sous la forme :

Vee I, fplr)= C;gx_)xf
(C'(x)x?* + 22C () (2% — 1) — 22C(z)x?

Alors :Vaz e I, f'p(x)=

(a2 —1)°

(C'(z)x? + 22C(2)) (22 — 1) — 223C(x)
(a2 = 1)°

Soit : Vo e I, fplx)=

(C'(x)a* 4+ 22C(x))  22°C(x)

Soit enfin : Ve I, f'p(z)= 22 _ 1 (22 — 1)2

Par suite :

Vae I ala—1)fpla) +2fn(e) = o (C(0)e? + 2C(@) - o) 4 200

2 —1 2 —1

2040 (x)  2C(x)x?

2 —1 2 —1

Ve I, z@—1fpx)+2fp(zx) =C'(z)x® + 22°C(z) —

20°C(x)  22'C(x)  2C(x)a”

2 —1 2 —1 2 —1

= Vre I, z@*—1)fpx)+2fp(x)=C"(z)2> +

2040 (2) — 222C(x) — 22*C(x) + 2C (x)x?

2 —1

= Vee I, z@@*-1)fp(x)+2fp(x) =C"(z)2+

—Vre I, z@®-1)fpx)+2fp(x)=C"x)?

On en déduit que fp est solution de (E) si et seulement si : V2 € I, C'(z)z® = 22, Pour déterminer C, il
“suffit” de connaitre une primitive de  — 1/x sur I. On a donc :

2?2 1In(z)

x2—17

Vee I, C(z)=In(x) Une solution particuliére de (F) est donc fp:z € [ +—

)\ Conclusion. ‘ D’aprés les résultats obtenus au cours des deux étapes précédentes, la solution générale de
(E) sur [ est

22 In(x) N Cx? 2% (C + In(z))

ge:x € I — o xz—l(CER) c’est-a-dire g.:x € [ +— o (C eR)

Remarque : la solution générale de (E) est la méme sur |0;1[. En revanche, sur chacun des intervalles
_2*(C +1n(-x))

| —o0;—1[et | —1;0[ est |g.: x —> o (C eR)|
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EXERCICE 15. — EDL 2

Soient A, w et 1o trois réels strictement positifs, et o un réel strictement supérieur a 1.

Résoudre dans R (c¢’est-a-dire déterminer les solutions définies sur R et a valeurs réelles) le probléme de
Cauchy suivant :

(E) : Y + w?y = Asin (ax)

y(0)=yo et y(0)=0

CORRIGE.

Pour résoudre le probléme de Cauchy de ’énoncé, on commence par résoudre (E) (EDL d’ordre 2 & coeffi-
cients constants).

» Résolution de ’équation homogéne associée.‘ Notons (H) 3" + w?y = 0 I’équation homogéne as-

sociée & (E). L’équation caractéristique associée est X? + w? = 0, et elle a donc deux racines complexes
conjuguées : £iw. On en déduit que la solution générale de (H) est

f:x e R Ccos(wx) + Cysin (wx) (avec Cy et Cy réels)

» | Recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte. ‘ On peut penser & déterminer une
solution particuliére de I’équation auxiliaire

(E’) y//+wy — Aeiaz

Mais il faut alors distinguer deux cas suivant que o = w (car alors i« est racine de 'équation caractéristique)
oua#w.”’

> Cas a # w. Ici, on cherche une solution particuliére fp de (E’) en posant : Vo € R, fp(z) = Kel®®. On

en déduit que : Vo € R, f"p(z) = —a?Kel®®. 1l s’ensuit que fp est solution de (E’) si et seulement si :
iax 2 2 iax A
Ve R, Ke (w —a):Ae — K=—; 5
w? —
Ainsi la fonction 7 € R — ———— ¢'®” est solution de (E’). On en déduit que sa partie imaginaire, la

02 — a2
A
fonction : fp: 2 € R+ ———— sin(ax) est une solution particuliére de (E).
w? —«
Conclusion. Dans le cas o # w, la solution générale de (F) sur R est

A
y:z € R—s 3 sin (a ) + C} cos (wz) + Cysin (wz) (Cy et Cy réels)

7. Remarquons quand méme, pour se remonter le moral, que I’on ne peut avoir @« = —w, puisque ces deux réels sont supposés
strictement positifs dans 1’énonceé.
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> Cas o = w. Dans cette situation, on cherche une solution particuliére fp de (E’) en posant : Vo €
R, fp(z) = Kze®. On en déduit que : Vo € R, f'p(x) = (1 +iaz) K", puis : Vo € R, f"p(x)
(2icc — o? ) Kel*® I s’ensuit que fp est solution de (E’) si et seulement si :

. . . . A
Vo e R, Ke ((2ia — a? 2) + wx) = Ae*" <=V € R, Ke*? (2ia) = A" & K = —2—1
a

A
Ainsi la fonction x € R — ——ize'®” est solution de (E’). On en déduit que sa partie imaginaire, la
!

fonction : fp:x € R+— ~ 5 L oS (avx) est une solution particuliére de (E).
«

Conclusion. Dans le cas a = w, la solution générale de (E) sur R est

A
y:z € Rr— — 5, T Cos (ax) + C; cos (ax) + Cysin (ax) (C et Cy réels)

Il ne reste “plus qu’a” résoudre le probléme de Cauchy dans chaque cas :
» Dans le cas a # w, la solution générale de (F) sur R est :

y:x € Rr—

o sin (ax) + C cos (wx) + Cysin (wz) (Cy et Cy réels)

Ci1 =10 C1 = o

Les conditions de Cauchy y(0) = yo et ¢/(0) = 0 imposent : Ao d’ot : A
+ wCy = Cy =

w? —a? w(a? — w?)

Conclusion. Dans le cas a # w, la solution du probléme de Cauchy constitué de (E) et des conditions

y(0) = yo et y'(0) = 0 est
Aa

o (02 — o) sin (wx)

y:x€ R— sin (a ) + yo cos (wx) +

w2 — 2

» Dans le cas a = w, la solution générale de (F) sur R est

A
y:x € Rr— ~ 5, £ Cos (x) 4 Cy cos (ax) + Cysin (ax) (Cy et Cy réels)

Cr = yo C1 = yo
Les conditions de Cauchy y(0) = yo et ¥/(0) = 0 imposent : d’on :
A A
- + CYCQ =0 02 =
20 202

Conclusion. Dans le cas a = w, la solution du probléme de Cauchy constitué de (F) et des conditions

y(0) = yo et ¥'(0) = 0 est
y:v € Rr— oy Feoslaz -+ o cos (ax +2 5 sin (o
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EXERCICE 16. — | (OSCILLATEUR HARMONIQUE FORCE).| Le but de cet exercice est de décrire
le comportement de 'oscillateur harmonique initialement au repos, sans frottements, et “forcé” a l'aide de
différents signaux. Mathématiquement, il s’agit donc de résoudre le probléme de Cauchy suivant :

y' +wiy = f(1) (E)

y(0) =0 et y(t1) =0

(avec wy > 0, t; > 0, et f € €°(R,R))

La premieére des questions ci-dessous consiste 4 résoudre [’équation homogéne associée & (E), et les trois
autres a déterminer la solution générale de (E) avec différents seconds membres.

Par ailleurs, dans cet exercice, lorsque l'on demande de “déterminer la solution générale d’une équation
différentielle”, on entend “déterminer ['ensemble des fonctions de €*(R,R) solutions”.

1/ Déterminer la solution générale de 'EDL (H) : Y +wiy=0

2/ Signal constant. Soit C' € RY. Déterminer la solution générale de 'EDL

(E1): ¢ +wiy=C

3/ Signal sinusoidal. Soient A et w dans R’ . Déterminer la solution générale de 'EDL

(E2) : ' +wiy = Acos(wt)
4/ Signal sinusoidal et phénoméne de résonance. Soit A € R?. Résoudre le probléme de Cauchy :

y" + wiy = Acos (wot) (E3)

y(0) =0 et y(%}(})ZO

Remarque : attention, 'EDL (E3) est trés semblable a l'équation (E2), & ceci prés que dans (E3), on a
w = wy. Ce n'est pas un petit détail!. ..

CORRIGE.

1/ Puisque w? > 0, 'équation caractéristique (22 + w2 = 0) admet deux racines complexes conjuguées :
+iwp. La solution générale de (H) est donc : Vt € R, fy(t) = C} cos(wot) + Cysin(wpt) (Cy, Cy réels) ‘

2/ La fonction constante égale a C'/w? est clairement solution de (E1). On en déduit que la solution générale

de (El) est : Vte R, f(t) = % + C cos(wpt) + Cysin(wet) (C1, Cy réels)
=0
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3/ Introduisons P'équation (E) : ¢” + wiy = Ae“!. Si w # wp, alors w n’est pas racine de I’équation
caractéristique associée a (E'). Posons alors : Vt € R, fp(t) = Ke“' avec K € C. La fonction fp est de
classe €72 sur R et :

Vte R, fp(t) =iwKet et Vte R, f'p(t) = —Kw?e“t

: , . A
Il s’ensuit que : fp est solution de (E') <=Vt € R, —Kw?e! + Kwle*! = Ae! < K = ——-
1 A iwt
Une solution de (E’) est donc : Vt € R, fp(t) = 55—
Par suite, une solution de (E2) est : Vt € R, fp(t) = —5—— cos (wt).
Wi —

Conclusion. Si w # wy, la solution générale de y” + w2y = A cos (wt) est

A . ,
W cos (wt) + C cos(wpt) + Cq sin(wot) (Cy, Cq réels)

Vte R, f(t)=

Le cas w = wy est traité dans la question suivante.

4/ Notons (E’) : 3" + wdy = Ae“o!. Puisque wy est racine de I'équation caractéristique associée a (E’), on
pose : Vt € R, fp(t) = Kte*o! avec K € C. La fonction fp est de classe €2 sur R et :

Vie R, f/p(t) = K(1+iwgt)e! et  Vte R, f"p(t) = K(2iwy — wit)e !

. . . A
Il s’ensuit que : fp est solution de (E') <=Vt € R, K(2iwy—wit)e! + Kwiteo! = Ael! = K = TR
1Wo

A
Une solution de (E’) est donc : Vi € R, fp(t) = 2,—te“"0t.
1Wo

A
Par suite, une solution de (E3) est : Vt € R, fp(t) = 2—t sin (wot).
wWo

Conclusion. La solution générale de y” + wiy = A cos (wot) est :

Vte R, f(t) = Cycos(wot) + (Cg + %t) sin(wpt) (C1, Cy réels)
0

Déterminons a présent la solution satisfaisant les conditions initiales de ’énoncé. On a :

> f(O) =0et f(O) = 01. D’ou : 01 = 0.

A A
>f<i>:Oetf(i):@*rzﬂ’oﬂ:@:— 2

2
2wy 2wy w; 4wg

Conclusion. L’unique solution de y” + w3y = A cos(wpt) telle que y(0) =0 et y (2l> =0 est
wo

la fonction définie sur R par :

A A
Vte R, f(t) = (—4—52 + 2—w0t> sin(wot)
0
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Tlustration. Lorsque w = wy, on fait apparaitre un phénoméne appelé résonance. Le comportement
de loscillateur harmonique devient alors “sauvage”, dans le sens ou 'amplitude de ses oscillations tend
(théoriquement) vers Uinfini!. ..
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