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CORRIGE DU PROBLEME DE LA SEMAINE 3

EXERCICE 1 — (Somme) Soit n un entier naturel. Etablir que :
n\ . [2km nm
Z sin | —— | =sin (—>
k 3 3
k=0
Corrigé.

Soit n un entier naturel. On a :

5 ()on () (£ (=) - (£0) ) o)

Or - (1 4 ezm/g)n _ [eiﬂ/g (efm/s + ein/3)}n _ [2ei7r/3 o8 (g)}n _ [ei”/g]n _ s ()

"L /n\ . 2km o o/nw
Vne N, (k:) sin (T) = sin <?> .

On déduit de (M) et (&) que :

EXERCICE 2 — (Développements limités et limites)

1/ Rappeler le développement limité a Pordre 1 en 0 de In(1 + z).

2/ Déduire de la question précédente les limites :

In(1 1
{1 = lim M et ¢y = lim n’ln (1 + —)
n

x—0 €T n——+oo

2

1 n
3/ Le but de cette question est de calculer : ¢3 = lim e™" (1 + —) .
n

n—+400o

a/ Etablir que pour tout réel x positif ou nul, on a :

$2 332 .T?’
J— + R

x—?gln(l—%x)gx—Z 3

b/ En déduire qu’il existe une fonction € définie sur R, telle que :

2
Ve>0, In(l4+z)=x— Ty v?e(z) avec lime(x) =0

2 z—0

1
¢/ Déduire de ce qui précéde que la limite lim [nQ In (1 - —) — n] est finie (cad est égale a un réel).

n—-+oo n
Préciser sa valeur.

d/ Déduire de ce qui précéde la valeur de /3.



Limite et continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle

Corrigé.

1/ D’aprés le cours : |V > —1, In(1 4+ ) = 2+ ze(x) avec lime(z) = 0.

x—0
. , . In(1 + x) _
2/ D’aprés la question précédente, on a pour tout > —1 non nul : ——— =1+ ¢(x) avec hr% g(x) = 0.
T z—
: . In(1+
Par suite : ¢; = lim u =1\
x—0 ap

1 1 1 /1 1
Toujours d’aprés la question 1, on a pour tout n € N* : In <1 + —) =—4 —¢ (—) avec lim ¢ (—) = 0.
n

n—-+4oo
1 1 1
D’oi : n?In (1+—) =n+ne (—) :n<1—|—£<—>).
n n n

1 1
Puisque lim 1+¢ (—> =1,ona:|l= lim n’ln (1 + —) = +o00|
n—-+o0 n n——+o0 n

2

1 n
3/ Le but de cette question est de calculer : /¢35 = lim e ™" (1 + —) .
n

n—-+00

22
a/ » Posons : Vz € Ry, f(z) =In(l+2)—x+ 5 La fonction f est de classe € sur R, d’apreés les
théorémes généraux.
1

1
Ona:VzeR,, fllr)=-———-1+zetVae Ry, f”(x)zl—m-

1+

Il est clair que f” est positive sur Ry (puisque 5 < 1 pour tout z > 0).

1
(1+x)
Donc f’ est croissante sur R,. Or f/(0) = 0. Donc f’ est positive sur R,.

Donc f est croissante sur R. Or f(0) = 0. Donc f est positive sur R,.
2

Ainsi:Vz e Ry, In(l+2)>2— % (#).
22 3
» Posons a présent : Vo € Ry, g(x) =In(14+2z) —z+ 5 "3 La fonction ¢ est de classe € sur R,
d’aprés les théorémes généraux.
1 1
Ona:Vaxe Ry, g’(az):H—x—1+x—x2; Voe Ry, g”(x)zl—Qx—m
tVreR,, (@)= — —9—of 1
- (1+z) (1+z)? ‘

Il est clair que g” est négative sur R, (puisque < 1 pour tout x > 0).

1
(L +a)

Donc ¢” est décroissante sur R,. Or ¢”(0) = 0. Donc ¢” est négative sur R,



Limite et continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle

Donc ¢’ est décroissante sur R,. Or ¢/(0) = 0. Donc ¢’ est négative sur R,

Donc g est décroissante sur Ry. Or g(0) = 0. Donc g est négative sur R,.

e
Ainsi: V2 e Ry, 1n(1+x)<x—5+§ ().
5 A
D’aprés (#) et (d)ona: Ve Ry, x—;élm(l%—x) <x—5+§
: : . a? a?
b/ Soit x un réel strictement positif. On a : In(1 +z) = = — 5t In(l4+2z)—x+ 5
22
2, ln(1+:17)—$+§
D’ou:ln(l—i—x)::z:—?—i-x X . :
22
ln(1+x)—x+? 22
Posons : e(z) = 5 .Onaalors:Vz >0, In(l+2z)=x— 5 1 z?e(z).
x

x
De plus, d’aprés la question précédente : V z > 0, 0 < e(x) < 3 Par encadrement : lir% g(x) = 0.
z—>

Enfin, la fonction e peut étre définie en 0 en posant £(0) = 0.

Conclusion. Il existe une fonction € définie sur R telle que :

2
V>0, In(l+z)=x-— Ty r’e(z) avec lime(x) =0

2 z—0

¢/ Soit n un entier naturel non nul. D’aprés la question précédente on a :

1 1 1 1 1 . 1
n{fl+—-)=———4+—c—]avec lim | — | =0
n n  2n?2 n?2 \n notoo \ 1
1 1 1 1
D’Oflin21n<1+—):n——+5<—) avec lim 5(—):0
n 2 n n——+o00 n
1 1 1 1
Dot : n?ln (1+—> —n————l—a(—) avec lim 5<—) =0
n 2 n n—-+o00 n

1 1
On en déduit que : | lim [nz In (1 + —) — n] =5
n

n—-+00

d/ Soit n un entier naturel non nul.

2

Ona:e™ (1 + l) — e—nen21n(1+%) _ enQ ln(lJr%)fn.
n

2

1 n
D’apreés la question ¢, on a donc :  lim e™" (1 + —> =
n

n—-+00

b
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