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EXERCICES 11 — SUITES REELLES ET COMPLEXES

GENERALITES SUR LES SUITES RE’ELLES\

EXERCICE 1. — (Limites “usuelles”). Déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des cas suivants,
si elle existe :

3] __ n —1\" no__ 2
l/uﬂ:sm(n) 3/ u, = /2 + (-1 Sy =

n—+1 nt =303 +2n—5 2e" —3n+1
2/ u, = V/n? 4 un = A2 +n+ 1 6/ u, =e *"cos(n)
EXERCICE 2. — (Retour a la définition). Montrer que la suite de terme général e™ tend vers +o0. *

1
EXERCICE 3. — On consideére la suite (uy), oy définie en posant : Vn € N, u, = / t" sin(t) dt.
0

1/ Justifier que (u,) est une suite positive, puis montrer qu’elle décroissante.

1
2/ Etablir que : Vn e N, 0 < u, < TR En déduire la limite de (uy,).
n

EXERCICE 4. — Montrer que la suite de terme général u, = /1 (t— 1)2n+3 arctan(t) dt converge et
préciser sa limite. ’

1
EXERCICE 5. — Montrer que la suite de terme général u,, = / sin”(t)e_t/2 dt converge et préciser sa
limite. ’
EXERCICE 6. — (Suites de sommes partielles : un pas vers les séries numériques) — Déterminer

la limite de la suite (S,,) dans chacun des cas suivants, si elle existe :

n " 1 & 1
1)5*”:;@ 2)Sn=;ﬁ 3)Sn=;;k D S=> e

k=1
EXERCICE 7. — (Limites et DL1). Déterminer la limite de la suite (u,) dans chacun des cas suivants,
si elle existe :

1\" 1 vn+l
1/un:(1+—) 2/un:nln<1——2) 3/ ® un:n—

n n (n+1)V"
EXERCICE 8. — On définit une suite (u,) en posant uy = a (a € R) et pour tout entier naturel n :

Unp1 = arctan (z) ol z est un réel arbitraire. Quelle est la limite de la suite (u,)?

EXERCICE 9. — Comparer les trois limites suivantes :
\" \" 1\"
lim l lim (1 — —) ], lim l lim (1 — —) } et lim <1 — —)
m—+oo0 | n—4o00 n n—4+oo | m—+oo n n—-+oo n

x. Cet exercice, dont le but est de vous faire utiliser la définition théorique de limite, peut étre décliné de multiples fagons
en remplacant la fonction exponentielle par la fonction carrée, ou racine cubique, ou logarithme népérien. . .
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SUITES ADJACENTES

EXERCICE 10. — On définit deux suites (u,),, et (vy,), en posant pour tout n € N* :
2n 1 1
Vne N, U"ZZE et VnéeN* vn:un—ﬁ
k=n

1) Montrer que (u,), est décroissante, et que (v,), est croissante.

2) Calculer u,, — v, pour tout entier naturel n. Conclure.

EXERCICE 11. — ‘(IRRATIONNALITE DE e) ‘
O tout enti turel n : = ok t = L
n pose pour tout entier naturel n : un—§g e vn—un+nxn'

1) Montrer que (u,) et (v,) convergent vers une limite commune, que nous noterons /.

2) On admet dans cette question que ¢ =e. !

a) Justifier briévement que : Vn € N, u, < e < v,.

b) Montrer que e est irrationnel.

SUITES EXTRAITES

niw
EXERCICE 12. — Etablir que la suite de terme général sin <?> n’a pas de limite.
EXERCICE 13. — Etablir que la suite de terme général cos (n) n’a pas de limite.
EXERCICE 14. — Etablir que la suite (complexe) de terme général i" n’a pas de limite.

SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES ET RECURRENTES LINEAIRES

EXERCICE 15. — Donner l'expression du terme général, et la limite de la suite récurrente réelle (u,)
donnée par : ug =0et Vn € N, u,, 1 = 2u, + 1.

EXERCICE 16. — Donner l'expression du terme général, et la limite de la suite récurrente réelle (u,,)
Uy + 1

donnée par : ug =0et Vn €N, u,q = n2 .

EXERCICE 17. — Donner l'expression du terme général de la suite récurrente réelle (u,) définie par :

Uy = 1 Uy =0et
’ VneN, upo=4up — 4u,

EXERCICE 18. — Donner l'expression du terme général de la suite récurrente réelle (u,) définie par :
uozl,ulz—let
VneN, 20,19 = 3Upi1 — Uy

EXERCICE 19. — Donner l'expression du terme général de la suite récurrente réelle (u,) définie par :

U():l, U1:2€t
VREN, Up42 = Upt1 — Un

7. Reésultat déja établi cette année, et donné en question de cours.
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EXERCICE 20. — Donner expression du terme général de la suite récurrente complexe (u,,) définie par :
U0:07U1:1+4i€t
Vne N, Upt2 = (3 - 22) Unp+1 — (5 - 5@) Un

CROISSANCES COMPAREES

n

EXERCICE 21. — (And the winner is...) Soient r un réel, et a > 0. Déterminer lim —
n—+4oo N
n
EXERCICE 22. — (And the winner is... bis) Soit r un réel. Déterminer lim —
n—+oo n!
n!
EXERCICE 23. — (And the winner is... ter) Déterminer lim —

n—+oo N

SUITES RECURRENTES (“tny1 = f (u,)”)

EXERCICE 24. — Etudier la suite (en particulier, on déterminera I'éventuelle limite) u définie en posant :
2
ug € Ry et Vn e N, un+1:1+un
EXERCICE 25. — Etudier la suite v définie en posant : ug > —2et Vn € N, upy1 = Vun, + 2.
EXERCICE 26. — Etudier la suite u définie en posant : ug € Ret Vn € N, u,1q = ui
EXERCICE 27. — FEtudier la suite u définie en posant : ug € Ret Vn € N, u,y = u2 + 1.
EXERCICE 28. — Etudier la suite u définie en posant : ug > 1 et Vn € N, u,q1 =1+ In (uy,).
EXERCICES CLASSIQUES D’ECRIT OU D’ORAL
EXERCICE 29. — Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que les suites (u, + v,) et (u, — vy)
convergent.
Montrer que (u,) et (v,) sont convergentes.
EXERCICE 30. — Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que :

VneN 0<u,<1,0<y, <let lim u,v, = 1.

n—-+o0o

Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent et préciser leur limite.

=)

EXERCICE 31. — Montrer que : lim —— =
n—-+oo n'
EXERCICE 32. — Soit (u,) une suite de réels strictement positifs.
Un+1

On suppose que lim = 0. Montrer que lim wu, = 0.
n—-+4o00o Up, n—-+4o0o
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w/2
EXERCICE 33. — | “TOUT SUR WALLIS” | On pose Vn e N, I, :/ cos” (t)dt.
0

On rappelle (est-ce vraiment utile ?) que les intégrales I,, sont les intégrales de Wallis. L’objectif de cet exo
de passer en revue les questions fréquentes relatives a cette famille d’intégrales.

1/ Montrer que la suite (/,,), est décroissante, et a termes positifs.

2/ En déduire que la suite (I,,), est convergente.

1
3/ A l'aide d’une intégration par parties, établir que : Vn € N, [,,o = n i 5 I,.
n
4/ Etablir que : Vn € N, (n+ 1)1 = g

5/ Déduire des questions 1, 2 et 4 que : gril I, = 0.

1
6/ Montrer que : Vne N, I, > / (1 —1t)" dt. En déduire que la suite (I,,),, est a termes strictement
0

positifs.
I,
7/ Justifier que : Vne N, 0< [H <1
. In+]_ n -+ 1
8/ Justifi : Vne N, >
/ Justifier que n T ——
[n—i-l

9/ Déterminer :  lim
n—-+oo In

. : m
10/ Etablir que : ngIEoo Vvn I, = \/;

11/ Soit p un entier naturel. Retrouver les formules donnant I, et 5,1 en fonction de p.

2 1)1
12/ Btablir que :  lim 2P+ U oot

=1
p—7-+o0 2]9 [Qp

o2
p=r+o0 p ((2p)!)°

EXERCICE 34. — Démontrer le théoréme de Bolzano-Weierstrass pour les suites complexes (“de toute
suite complexe bornée, on peut extraire une sous suite convergente”).

13/ Déduire de ce qui précéde : 7 =

n —1
EXERCICE 35. — Déterminer la limite : lim Z " .
n—r4o00 Pt k

EXERCICE 36. — Soit (u,) une suite d’entiers naturels 2 & 2 distincts. Déterminer liI}rl Uy,
n o



