Lycée Jean Bart — MPSI

PROBLEME DE LA SEMAINE 6

EXERCICE 1 — (APPLICATIONS DU CALCUL MATRICIEL) ‘ Dans M3 (R), on considére les matrices
-3 -1 -3 2 -1 -1
A= 2 3 0 et P=1 -1 1 2
2 1 2 -1 1 1

» PARTIE A - Calcul des puissances de A.

1/ Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
2/ On pose D = P~'AP. Calculer D (on vérifiera que D est une matrice diagonale).
3/ Soit n un entier naturel. Exprimer D™ en fonction de n.

4/ Montrer que pour tout entier naturel n, on a A" = PD"P~!,

» PARTIE B - Etude du commutant de A. On rappelle que pour une matrice N € M3 (R), le com-
mutant de N désigne 'ensemble noté COM(N) des matrices @ € Mz (R) qui commutent avec N, ¢’est-a-dire
telles que N@Q = QN.

5/ Soit M € M3 (R). Etablir I'équivalence : [M € COM(A)] <= [P"'MP € COM(D)]
6/ Déterminer COM(D).
7/ Déduire de ce qui précede COM(A).

8/ Etablir lexistence de trois matrices By, By et B3 dans M3 (R) que 1'on explicitera telles que :
VM e COM(A), = (Oél,OéQ,Oé?,) € RS, M = a1 By + as By + a3 B3

» PARTIE C - Application a 1I’étude de trois suites imbriquées. On définit trois suites réelles u,
v et w en posant :

Upt1 = —3Up — Uy — 3Wy,
up=1,v9=1, wy =0 et : Vn € N, Upa1 = 22Uy, + 30,
Wpa1 = 2Up + Uy + 2w,
Up
Pour tout entier naturel n, on pose : X, = | v,
wn

Soit n un entier naturel quelconque.
9/ Etablir une relation de récurrence entre X, et X,.
10/ Déduire de ce qui précéde une relation entre X, et Xj.

11/ Déterminer les expressions des termes généraux u,, v, et w, en fonction de n.



