Mathématiques Année 2022-2023

MPCSI
CBI1 : correction exercice 2
Vendredi 14 janvier

Exercice 1 :

Partie A
1.Lé ={x— e, 1eR}|
2. On cherche une solution particuliere de la forme f(x) = 1(x)e* avec A une fonction dérivable. On a :
}’l x ne—x
f estsolutionde (E) & f'— f=— o A (x)e* + A(x)e* — A(x)e* = — AM(x) = '
hox n! n! gt
La fonction x — est continue sur R donc y admet des primitives, soit 1 : x — f dt une
na—X '
primitive de x — — sur R.
n!

X N1
x—er dt est une solution particuliere de (E).
Yp oy p

X tn -t
3.S={x»—>/1ex+exf © dt,/leR}
o n!

4. R, est une somme de fonctions dérivables sur R donc est dérivable sur R et Vx € R, R),(x) = e* —

n kxk—l n xk—l n-1 xk

=e' - =e*-) —.
,20 Kl k; (k—1)! P

) n-1 xk n xk X" )
VxeR,R),(X)—Ry(x) =e* - — —le* — | = — donc R;, est solution de (E).
o k! n!
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5. R,(0) = e° Z F =1-1 = 0. donc R, est 'unique solution de (E) vérifiant la condition initiale

y(0) =
X fHa—t
R, (x) s’écrit sous la forme R, (x) = le* + exf dravec1€R
0 jna—t 0

Rn(0)=0©/1e0+e°f - dt=0o21=0
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X fHa—t
VxeR R, (x) =exf dt

o n!

X tn -t X tn -t o .
6.VxeR;,onalR,(x)| = |e* f ' de|=¢€* f ' dt car les facteurs sont positifs puisque la fonc-
0 n n

tion intégrée est positive et que les bornes sont dans "le bon ordre".
VteR,,e"'<ldonct"e '<t,cart”>0,VteR,,VneN, donc par croissance de I'intégrale (0 < x) :

Ona:

X tne—t x gn tn+1 x xn+1
f dr < —dt= = .
0 n! o n! (n+1)!fy, @m+1)!
n+l,x
donc|VxeR,,|R,(x)| < .
(n+1)!




n+1l eX xn+1

7.50it x e Ry.Onavuque, pourtout n €N, |R,(x)| < TSI Or, TR n_:OOO etdonc Ry (x) e 0.
n xk
— aX
Or, R, (x) =e* — Z F on en déduit donc que
n k
R —_— X
I;) k! n—>+ooe
Partie B
. 1 ; ;
8.0na:vVneN* uy1—uy= m > 0 donc| (u,,) est strictement croissante.
n !
. 1 1 1 nm+D+n-(n+1)? -1
Ona:VneN* v, — v, = + -— = = <
n+1)! (m+Dn+1)! nn! nn+n+1)! nn+(n+1)!
donc’ (v,,) est strictement décroissante ‘
N 1 . L
9.0na, Vne N, v, —u, = — — 0. On a déja vu que u est croissante et v décroissante donc

nn! n—+oo

’ u et v sont adjacentes. ‘

10. u et v étant adjacentes, elles convergent vers un méme réel ¢.
La suite u étant strictement croissante, on a: Vg € N*, uq < ¢ et, de fagon analogue, Vg € N *l< Vg

Finalement, on a bien :’ Vge N*, ug<t<uvy.

11. Supposons que ¢ soit rationnel, il est alors possible de I'écrire sous la forme d'un quotient ¢ = g En

n
multipliant par g! I'inégalité de la question précédente, il vient qlu, < p(q—1)! < qlv,4. Or, qlug = q'

k'
. 1 1
q'+(g—1!+---+1 est un entier, notons le m. On a : qlvg = qlug++— = m+ —. On a donc p(q— e
] m; m+ — | ce qui est absurde car p(g — 1)! est entier et qu’il n'y a pas d’entiers dans | m; m+ —|.
q
’ ¢ est donc irrationnel. ‘
n lk
12. ¢ est la limite de u, = ﬁ = Z . Or, on a vu la partie A que cette suite converge vers e' = e.
k=0

D’apreés la question précédente,
e est irrationnel.




