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LIMITES ET CONTINUITE — PROPRIETE DE LIMITE SEQUENTIELLE

PROPRIETE DE LIMITE SEQUENTIELLE — Soient (z,), une suite réelle convergeant vers a (avec a réel, ou
a = +00), et f une fonction définie au voisinage de a. On suppose que li_r)n f(z) = £ (avec ¢ réel, ou ¢ = +00).
xr a
Alors : lim Ty) = 4.
n—r+oo f ( n)

Preuve (dans les 9 cas).

> |Cas1: lim x, =aet lim f(z) =/ (avec a et £ réels) |
n—r+oo T—ra

Fixons € > 0.

Puisque : li_r>n f(z) = ¢, on peut affirmer que : 3 >0, |z —a| <a = |f(z) — ¢ <c (M).

Comme par ailleurs : liIE X, = a, on peut affirmer que : Ing €N, n = ny = |z, —a| < a ().
n o0

D’apres (M) et (&), et puisque € est un réel strictement positif arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

Ve>0, I3ng €N, n=2ny = |f (z,) — £] < g, cest-a-dire : grﬂ f(zn) =4

> |Cas 2: lim x,=+4occet lim f(x)=~ (avec ¢ réel)|
r—>400

n—r-+o0o

Fixons € > 0.

Puisque : gr_r& f(z) =¥, on peut affirmer que : Jzp € R, x>0 = |f(z) — | <e (M).
xr oo
Comme par ailleurs : ngrrl Z, = 400, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, > zo ().
n o0
D’aprés (#) et (&), et puisque € est un réel strictement positif arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

Ve>0,3noeN, n=2ny = |f(zn) — ¥ <e, est-a-dire : (xn) =4

)
L

> |Cas 3: lim z,=—-ocet lim f(z)=7/ (avec £ réel) |
n—r—+o0 T—>—00

Fixons € > 0.

Puisque : E}I{l f(z) = ¢, on peut affirmer que : 3zp € R, z>1z9 = |f(z) — ] <e (M).

Comme par ailleurs : lir}rl x, = —00, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, < zo ().
n o0

D’apres (#) et (&), et puisque € est un réel strictement positif arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

Ve>0,dngeN, n>2ny = |f (z,) — ¢ <eg, cest-a-dire : | lim f(x,) =/
n—-+oo

> : 0 = i = ¢
Cas 4 : ngrfoo ZTp, = a et xlgnaf(x) “+oo (avec a réel) |.

Fixons M € R.

Puisque : li_>m f(z) = 400, on peut affirmer que : 3 >0, |z —a|] <a = f(x) > M (M).
x a
Comme par ailleurs : E)I_Ii_l xn, = a, on peut affirmer que : IAng €N, n = ny = |z, —al < a (&).
n oo

D’apreés (#) et (&), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

VMe R, IngeN, n=2ng = f(x,) > M, ’est-a-dire : gl}rl f(zn) =400
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> Casb5: lim z,=-+ocoet (x) = 400 |
—r o0

n

lim
r—>+00 f

Fixons M € R.
Puisque : ngrrl f(z) = 400, on peut affirmer que : 329 € R, z > xg = f(x) > M (W).

Comme par ailleurs : gr_l‘_l Zn = 400, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, > xo ().
n (o]
D’aprés (#) et (&), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

VMe R, IngeN, n>=ny = f(x,) > M, cest-a-dire : | lim f(x,) =400
n—>+o00

> : i = — i =
Cas 6 : . hri_loo T, 00 et wgrzloof(x) +00|.

Fixons M € R.
Puisque : li)m f(x) = 400, on peut affirmer que : Jzg € R, 2 <xg = f(x) > M (W).

Comme par ailleurs : gril Zn = —00, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, < xo ().
n oo
D’apres (#) et (&), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précede, on a établi que :

VMe R, I3ngeN, n>2ny = f(z,) > M, c’est-a-dire : gril f(zn) =400

> Cas7: lim xz,=aet lim f(x) = —o0 (avec a réel) |
n—r—+oo z—ra

Fixons M € R.
Puisque : lil>n f(x) = —o0, on peut affirmer que : Fa >0, |z —a| <a = f(z) < M (&).

Comme par ailleurs : gr_rg Zn = a, on peut affirmer que : Ing €N, n =2 ny = |z, —a| < a ().
n oo

D’apres (#) et (&), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précede, on a établi que :

VMe R, IngeN, n=2ny = f(z,) < M, c’est-a-dire : grﬂ f(zn) = -0

> c 0 = i =—
Cas 8 : ngr}rloo Ty = 400 et zgrfoo f(z) 00 |.

Fixons M € R.
Puisque : gril f(z) = —o0, on peut affirmer que : 329 € R, o > x9g = f(x) <M (W).

Comme par ailleurs : E}E Zn = 400, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, > xo ().
n o0

D’apres (#) et (&), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précéde, on a établi que :

VMe R, IngeN, n>2ny = f(z,) <M, cest-a-dire : | lim f(x,)=—00
n—>+o00

> Cas9: lim x,=-occet lim f(z)=—00|
n—r+oo T—>—00
Fixons M € R.
Puisque : grn f(x) = —o0, on peut affirmer que : Iz € R, z <xg = f(x) <M (W).
x — 00
Comme par ailleurs : HIE Zn = —00, on peut affirmer que : Ing €N, n > ny = x, < xo ().
n oo

D’apres (#) et (&), et puisque M est un réel arbitraire dans ce qui précede, on a établi que :

VMe R, IAngeN, n2ny = f(z,) < M, c’est-a-dire : gril f(zn) = -0

Conclusion : dans tous les cas on a montré que : li_rr>1 f(z) = £ (avec a ou £ réel, ou a ou £ = £00).
- x a



