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CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N8 — 4 MARS 2017

PROBLEME 1 — ‘(A LA MEMOIRE D’EVARISTE. .. )‘

» PARTIE A - Générateurs du groupe alterné.
1) |85 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)} et A3 = {id, (123), (132)} |

Le groupe ‘A3 a exactement deux sous-groupes : {id} et As ‘

2) a) Soient 11 et T deux transpositions de S,. Leurs supports (de cardinal 2) peuvent avoir une intersection
constituée de 0, 1 ou 2 éléments.

ler cas — Si Card (supp (71) Nsupp (12)) = 0 : alors il existe quatre entiers distincts 4, j, k et [ tels que 71 = (ij)
et 7o = (kl).
Dans ce cas on a : Ty = (ij)(kl) = (kjl)(ikyj).

2éme cas — Si Card (supp (71) Nsupp (12)) = 1 : alors il existe trois entiers distincts 4, j et k tels que 7 = (ij) et
Ty = (ik).
Dans ce cas on a : T = (ij)(ik) = (ikj).

3éme cas — Si Card (supp (71) Nsupp (12)) = 2 : alors il existe deux entiers distincts i et j tels que 7 = (ij) et
2 = (i)
Dans ce cas on a : 172 = (ij)(ij) = id = (123) (132) (par exemple).

Bilan : dans tous les cas, on a pu écrire 7179 soit comme un 3-cycle, soit comme un produit de deux 3-cycles.

‘ Conclusion. Le produit de deux transpositions de S, est soit un 3-cycle, soit le produit de deux 3-cycles|.

b) Soit ¢ un élément de A,,. Puisque S, est engendré par les transpositions, il existe m transpositions 7i,..., T,
m
telles que : 0 = H Ti. Or, o étant un élément de A,, 'entier m est nécessairement pair; ainsi il existe un entier
k=1
m’ tel que m = 2m/. On a donc :
2m/’ m’
o= H Tk soit * : o= H (Tok—1Tok)
k=1 k=1

Or d’apres la question précédente, chacun des termes Top_179; est un 3-cycle, ou un produit de 3-cycles. Il s’ensuit
que o est un produit de 3-cycles.

Conclusion. Tout élément de A,, peut s’écrire comme un produit de 3-cycles. En d’autres termes, le groupe
alterné A,, est engendré par les 3-cycles.

» PARTIE B - Ordre d’un élément dans un groupe.

3) Soit g un élément de G. Montrons que (g) est un sous-groupe de G.

SG1 : (g) C G par définition.

SG2:id =g¢" € (g).

SG3 : soient 7 et 4" deux éléments de (g). Par définition de (g), il existe deux entiers k et k" tels que : v = g* et
v = g". 1l Sensuit que : v %' = g"t* d’on en particulier v x4 € (g).

Bn résumé : [(1,7) € (9)°] = [(v+7) € (9)]

SG4 : soit v un élément de (g). Par définition de (g), il existe un entier k tel que : v = ¢*. Il s’ensuit que :

vt = g%, d'ott en particulier 77! € (g). En résumé : [y € (9)] = [y € (9)]

‘ Conclusion. Pour tout élément g de G, (g) est un sous-groupe de G ‘

4) a) On a: (123)° =id; (123)' = (123); (123)% = (132) et (123)® = id. Il sensuit que | ((123)) = A3

b) Dans (Z, +), le sous-groupe engendré par 2 est ‘2Z, le sous-groupe des entiers pairs ‘

*. En “faisant des paquets de deux”.
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5) a) On a: (1234)" = (1234); (1234)? = (13) (24) ; (1234) = (1432) et (1234)* = id.
Il s’ensuit que ‘Ie 4-cycle (1234) est d’ordre 4 ‘

b) Dans (GL2 (R), x), on considére g = 2Is. La matrice g est telle que : Vn € N, ¢g" = 2"Iy. Par conséquent :

Vn e N* g" £ Iy. 1l s’ensuit que ‘la matrice g n’est pas d’ordre fini dans GLg (R).

¢) Soient G un groupe fini, et g un élément de G. Notons n = Card(G). On considére 'ensemble : {g" /k € [0,n ]}.
Si tous les éléments de cet ensemble étaient distincts, alors son cardinal serait (n + 1) ; ceci est absurde, puisqu’il
s’agit d’une partie de G, qui est de cardinal n par hypotheése.

Il existe donc deux entiers k et k' distincts dans [ 0,n ] tels que : gk = gk/. Sans nuire a la généralité on peut
supposer que k < k' (si ce n’est pas le cas, on permute les roles de k et &’). On a alors : ¢° = gk/*k, c’est & dire :
g’““,_'C =e.

En observant que k' — k est un entier naturel non nul (puisque k < k'), on a établi I'existence d’un élément N de
N* tel que gV = e. Ce qui signifie que ¢ est d’ordre fini.

‘ Conclusion. Tout élément d’un groupe fini est d’ordre fini ‘

d) Soit g un élément de G d’ordre N, et soit m un entier.

Supposons que N divise m : alors il existe un entier k tel que m = kN. Il s’ensuit que : g™ = ¢* = (gN)k =ek =e.
D’ou : [N divise m| = [¢" = ¢].

Réciproquement, supposons que g" = e. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il existe un (unique) couple
(q,7) tel que m = Nqg+ravecq € Zetr €[0,N —1]. On a alors : gV = gNix g" = ex g" = g"; et donc
g =e.

Si r était non nul, on aurait alors prouvé l’existence d’un élément r de N* tel que g" = e, avec r strictement
inférieur & I'ordre de g : contradiction.

On en déduit que r = 0, ce qui implique que m = Ng, et donc que N divise m. D’ou : [¢" = e] = [N divise m)].

‘ Conclusion. Pour g un élément d’ordre N on a : [¢"" = e] <= [N divise m] ‘

» PARTIE C - Un théoréme de Lagrange. Le but de cette partie est d’établir que le cardinal de tout sous-
groupe d’un groupe fini divise le cardinal de G.

6) Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Observons que H est de cardinal fini, en tant que partie d’un ensemble
fini.

Soit g un élément arbitraire de G.

Les applications ¢ : H ——=gH et ©»v:gH —— H  sont clairement réciproques I’'une de ’autre.

h+——=gx*h rT——>g ¥z

En particulier ¢ et 9 sont bijectives; les ensembles H et gH sont donc équipotents. D’on : Card(H) = Card(gH ).

‘ Conclusion. Pour tout élément g de G on a : Card(H) = Card(gH) ‘

7) Soient g et ¢’ deux éléments de G. Supposons que gH et ¢'H ne sont pas disjoints. Alors il existe deux éléments
h et k dans H tels que : g % h = ¢/ x k. En particulier : g "' % ¢ =hxk e H.1
Soit alors v un élément quelconque de ¢’ H. Il existe un élément hg de H tel que : v = ¢’ * hg. On écrit alors
judicieusement : v = g% ¢! % ¢’ * hg. On en déduit que : v = g % h % k~! % hy. Par suite : v € gH.
J Y=49*9g g 0 q T=9 0 e g
€H
On a ainsi établi que : ¢H C gH.
En réécrivant le méme raisonnement en permutant g et ¢’, ou en observant que g et ¢’ jouent des roles symétriques

dans le raisonnement précédent, on obtient I'autre inclusion : gH C ¢’H. Finalement, lorsque gH et ¢’H ne sont
pas disjoints, ils sont égaux.

Conclusion. Pour tout couple (g,¢’) d’éléments de G, on a [¢gH = ¢'H| ou [ghN¢g'H = () ‘

. En effet, k est un élément de H. Puisque H est un sous-groupe, k' est un élément de H. Par ailleurs, h est un autre élément
de H. En utilisant une nouvelle fois le fait que H est un sous-groupe, on en déduit que : hx k' € H.
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8) Le groupe G est fini par hypothése. On peut donc noter : G = {g1,...,g,} (avec n = Card(G)). On a alors :

n n
G = U {gi} et donc G = U g;H. La premiére égalité provient de ’observation puissante selon laquelle un
i=1 =1
ensemble fini est la réunion des singletons qui le composent ; la seconde découle de la premiére et du fait que pour
tout entier i on a : {g;} C ¢;H C G.

D’aprés la question précédente, il peut exister parmi les g; H des ensembles égaux. Notons alors k£ le nombre de

parties disjointes parmi ces g; H. Quitte & renuméroter les g;, on peut supposer qu’il s’agit des k premiéres parties,
k

k

et on alors : G = U giH . Cette union étant disjointe, on a donc : Card(G) = Z Card (g;H). Or d’apres la question
i=1 i=1

6, on a : Card(g;H) = Card(H) (pour tout g;).

k
On en déduit que : Card(G) = Z Card (H) d’ou : Card(G) = kCard (H). Finalement, le cardinal de G est multiple
i=1

de celui de H. ‘ Conclusion. Si G est un groupe fini, le cardinal de tout sous-groupe de G divise le cardinal de G ‘

9) Soit g un élément d'un groupe fini G. Alors g est d’ordre fini (d’aprés la question 5-¢), et son ordre est le cardinal
de (g). Or (g) est un sous-groupe de G (d’aprés la question 3), donc son ordre divise celui de G (d’apres la question
précédente).

‘ Conclusion. Dans un groupe fini G, tout élément g est d’ordre fini, et 'ordre de g divise le cardinal de G ‘

» PARTIE D - Abélianité des groupes de cardinal 5.

10) D’apres la définition, il est équivalent de dire que G est cyclique ou qu’il existe un élément g de G dont l'ordre
est égal au cardinal de G.

Or dans le groupe Ss3, les éléments peuvent étre d’ordre 1 (’identité), d’ordre 2 (les trois transpositions) ou d’ordre 3

(les deux 3-cycles). Aucun élément n’a donc un ordre égal au cardinal de Ss3, qui vaut 6. Donc ‘ Ss n’est pas cyclique ‘

En revanche le groupe ‘Ag est cyclique |, puisque A3z = ((123)) (ou Az = ((132))).

11) Si G est un groupe cyclique, alors il existe un élément g de G tel que G = { gk € Z}. Il est alors clair que

G est abélien (essentiellement car g% % g&' = gF++ = gF x g¥). ‘Conclusion. [G cyclique] = [G abélien] ‘

12) Soit G' un groupe de cardinal 5. Soit ¢ un élément de G, distinct de I’élément neutre. On sait que g est d’ordre
fini, et que cet ordre divise 5 (d’apreés la question 9). Ainsi l'ordre de g pourrait valoir 1 ou 5; mais g # e, donc
g n’est pas d’ordre 1. Il s’ensuit que g est d’ordre 5, ce qui signifie que : G = (g). D’ou le groupe G est cyclique,
donc abélien d’apres la question précédente.

‘ Conclusion. Tout groupe fini de cardinal 5 est abélien ‘

‘ Complément. Tout groupe fini de cardinal p premier est abélien |

» PARTIE E - Conjugaison dans un groupe.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On dit que deux permutations 7 et 7 de S, sont conjuguées s’il existe

une permutation o de .S, telle que : » = orio L.

13) Soit 7 € S,,. Alors : 7 = idrid . Donc 7 est conjuguée & elle-méme, ce qui prouve la réflexivité de la relation
de conjugaison.

Soient 71 et 79 deux permutations (dans S,) conjuguées. Par définition, il existe une permutation o de S, telle
que: T =oro~ . Onadonc: 7 =0 ‘o doum = om0t (en ayant posé o’ = o~ 1). Il s’ensuit que la relation
de conjugaison est symétrique.

Soient enfin 71, 75 et 73 trois permutations (dans S,) telles que 71 et 7o d’une part, 7o et 73 d’autre part sont
conjuguées. Par définition, il existe deux permutations o et p de S, telles que : 75 = o0} et 73 = prap~t. On
en déduit que :

1

5 = porio tp™t = pori (po)”t don: 13 = (¢! (en ayant posé : ¢ = po).

On en déduit que 7 et 73 sont conjuguées; ce qui établit la transitivité de la relation de conjugaison.
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Conclusion. La relation de conjugaison dans S, est réflexive, symétrique et transitive. C’est donc une relation
d’équivalence sur S,,.

14) a) On a : (13)(12)(13)~! = (13)(12)(13) = (23). Or : (23) ¢ ((12)).
Il s’ensuit que : ‘ ((12)) n’est pas un sous-groupe distingué de Ss. ‘

b) Soit 7 un élément arbitraire de A,. Pour tout élément o de Sp, ona: e (o0~ !) =c(0)e(r)e (c71).
Puisque ¢ (0_1) = (o), on en déduit que : € (O’TU_l) = e(1) dou : € (070_1) = 1 puisque T est paire par
hypothése.

On en déduit que pour toute permutation o de S,, la permutation oro~! est encore un élément de A,. Le
sous-groupe A, est donc stable par conjugaison. ‘Ainsi, A, est un sous-groupe distingué de S, ‘

» PARTIE F - Simplicité de As.

5!
15) D’apres le cours : Card (A5) = 3 d’ou : ‘Card (A5) =60 ‘

16) Une premiére idée. Soit o € A,, avec o # id. On sait que o s’écrit comme un produit de 2 ou 4 transpositions.
En effet, tout élément de S5 s’écrit comme un produit d’au plus 5 transpositions (résultat général du cours) ; pour
une permutation paire de Sy, le nombre de transpositions intervenant dans ce produit peut donc étre égal a 0, 2
ou 4. Mais la valeur 0 est exclue, puisque ’on suppose que o # id.

Supposons que o soit produit de deux transpositions : alors d’apreés la discussion faite dans la question 2-a, o est
soit égale au produit de deux transpositions a supports disjoints (ler cas), soit égale a un 3-cycle (2¢me cas).i
Jusque-la tout va bien.

Supposons que o soit produit de 4 transpositions : aie! Méme avec la discussion faite dans la question 2-a, et
méme en décidant par exemple de regrouper deux par deux les transpositions, le nombre de cas & étudier suivant
les supports des transpositions est ici treés dissuasif'!

Une seconde idée. Une autre stratégie consiste & observer que toute permutation peut s’écrire comme un produit
de cycles & supports disjoints; c’est en tout cas clair sur les exemples vus précédemment dans ce devoir (et en
exercices). On pose donc pour tout entier naturel n > 2 :

P(n) : “Toute permutation de S,, peut s’écrire comme un produit de cycles & supports disjoints.”

Prouvons P(n) par récurrence sur n.

» Initialisation. Pour n = 2, le groupe Ss est constitué de id (produit de 0 cycle), et de (12) (produit d’un cycle).
La propriété P(2) est donc vraie.

» Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un certain entier n > 2, et montrons que P(n + 1) lest.
Soit ¢ € Sp+1. On distingue deux cas :

w5 Sio(n+1) =n+1. Alors oy, est un élément de S,,. D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe alors k cycles
k

a supports disjoints c,. .., ¢, (dans Sy,) tels que : ON, = Hci. Or un cycle de S, induit naturellement un cycle

=1
de Sn+1, et la relation précédente implique que o est le produit des k cycles ¢; vus comme éléments de Sy+1.

w Si g(n + 1) # n + 1. Il existe alors un entier naturel non nul p tel que les entiers n+1, o(n+1),..., o? 1 (n+1)
sont distincts, et oP(n + 1) = n + 1. On définit alors un cycle ¢ en posant :

c=(n+1)o(n+1)---0PH(n+1))

Par construction, la permutation ¢~ !o laisse invariants les entiers : n+ 1, o(n + 1),..., P~} (n + 1).

En particulier, puisque ¢~ 'o laisse invariant n + 1, on peut (d’aprés I'étude faite dans le premier cas) affirmer
k

que ¢ lo = Hci ou les ¢; sont k cycles a supports disjoints. En outre, les supports des ¢; sont disjoints de
i=1

{n+1,0(n+1),...,0P"(n+1)} puisque le produit des ¢; laisse invariants ces éléments.

1. Le 3éme cas est exclu puisque o # id.
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k
Par suite : 0 = cH ¢;, et on a écrit o comme produit de cycles a supports disjoints.
i=1
Dans les deux cas, on a montré que P(n + 1) est vraie.

» | Conclusion. Toute permutation de .S, peut s’écrire comme un produit de cycles & supports disjoints.

En particulier, tout élément de A5 peut s’écrire comme un produit de cycles a supports disjoints. Mais le nombre
de décompositions est alors limité! En effet, pour des raisons de parité, un élément de As ne pourra étre que
I’identité, ou un produit de deux transpositions & supports disjoints, ou un 3-cycle ou un 5-cycle.

Conclusion. Tout élément de As distinct de identité est soit un 3-cycle, soit un 5-cycle, soit un produit de
deux transpositions & supports disjoints.

17) a) Pour définir un 5-cycle (ajagasasas) dans As, on peut toujours convenir de commencer par a; = 1. En
d’autres termes, tout 5-cycle admet une écriture de la forme : (lasasagas). Pour créer un tel cycle, on a 4 choix
pour az; 3 choix pour as; 2 choix pour a4 et plus de choix du tout pour as.

‘ Conclusion. 11 existe 24 5-cycles dans As. ‘

b) Pour définir un 3-cycle, on commence par choisir trois éléments de [ 1,5 ]. Il y a ( ) = 10 fagons de le faire.
On observe alors que chaque combinaison {ai,as,as} donne naissance a exactement deux 3-cycles : (ajazas) et
(alagag).

‘ Conclusion. Il existe 20 3-cycles dans As. ‘

c) D’apreés la question 16, le groupe As est constitué de 'identité, des 5-cycles, des 3-cycles et des produits de deux
transpositions & supports disjoints dans As. On en déduit, d’apreés les questions 15, 17-a et 17-b qu’il existe :

‘ 60 — (1 — 24 — 20) = 15 produits de deux transpositions a supports disjoints dans As.

18) a) Soient ay,..., an—2 (n-2) éléments de [ 1,n |; on note a,—_1 et a, les deux éléments restants. Et soient de
méme by,..., by_a (n-2) éléments de [ 1,n ] ; on note b,_; et by, les deux éléments restants.

On définit un élément 7 de Sy, en posant : Vi e[ 1,n ], 7(a;) = b;.

Si 7 est paire, on pose o = 7. Sinon, on pose 0 = (ap_1ay) T

Vie[l,n—2], o(a;)) =,

b) Etablir I'égalité = (o (i1)---o(ix)), c’est établir que pour tout o (i;) on a 72 (0 (ij)) = o (ij41) (avec la
convention que o (ig4+1) = i1) ; et que tout les autres entiers de N, ne sont pas dans le support de 75.

Dans les deux cas,

On sépare donc les entiers de N,, en deux parties disjointes : ceux qui appartiennent a I’ensemble {c(i1),...,0(ig)}
et les autres.

» Soit m un entier dans {o(i1),...,0(ig)}. Alors il existe un entier j compris entre 1 et k tel que : m = o (i;).

D’une part on a alors : 75 (m) = om0t (0(i})) = om1 (i) = o (ij41)

Et diautre part : (o(i2) - o(is) (m) = (o(i1) - o)) (0(05)) = 0 (i51)

On en déduit que pour tout m un entier dans {o(i1),...,0(ix)} on a : 7o (m) = (c(i1) - - - o(ig)) (M).

» Soit m un entier dans N, \ {o(i1),...,0(ix)}. Alors il est déja clair que : (o(i1)---o(ig)) (m) = m.

Par ailleurs, 'hypothése faite sur m impose que o ~1(m) ¢ {i1,...,ir}. En effet, dans le cas contraire, m serait égal

a un o(ij) pour un certain entier j, ce qui contredirait notre hypothése. Il s’ensuit que o1 (m) est laissé invariant
par 71, d’ou :

) =
On en déduit que pour tout m un entier dans N,,\ {o(i1),...,0(ig)} on a: 72 (m) = (o(i1) - - - (i) (m).
» En conclusion, on a établi que : Vm € N, 7 (m) = (o ( ) o (ig)) (m). D’ou : ‘TQ = (o(i1) - o(ix)) ‘

Ty (M) = oot (m) =o0m (J_I(m)) =0 ( (m

19) Soient ¢ et cp deux 3-cycles de As. Il existe trois entiers ai, as et az (resp. b1, ba et b3) dans Ny tels que
c1 = (a1aza3) (resp. co = (b1babs)). D’apres la question 18-a, il existe une permutation paire o € Ajs telle que :
Vie[1,3], o(a;) = b;. D’aprés la question 18-b, on a alors co = ocjo~ ! ce qui signifie que ¢; et ¢ sont conjugués.

‘ Conclusion. Les 3-cycles sont deux & deux conjugués dans As |
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20) Soient o1 = (i171) (k1l1) et o2 = (i2j2) (k2l2) deux produits de transpositions & supports disjoints. On note m;
(resp. mg) 'unique entier de N5 tel que N5 = {i1, ji, k1,11, m1} (resp. ...). On définit une permutation o dans Ss
en posant : (i) = iz, a(j1) = jo,. ..

Si « est paire, on pose p = « et on a alors : pa1p L = (p(i1) p (j1)) (p (k1) p (1)) = (i2j2) (kalz) = o9

Si « est impaire, on pose p = a (i171) et on a alors : po1p~t = (p(j1) p (i1)) (p (k1) p (1)) = (j2ia) (kal2) = 02

Dans les deux cas, on a établi l'existence d’une permutation p € Ajs telle que : po1p~! = 0.

‘ Conclusion. Les produits de deux transpositions a supports disjoints sont deux a deux conjugués dans As ‘

21) a) Soit H un sous-groupe distingué de As. Si H contient un 3-cycle ¢, alors H contient tout élément conjugué
a ¢ (puisque H est stable par conjugaison). Or d’aprés la question 19, les 3-cycles sont deux a deux conjugués dans
As; donc H contient tous les 3-cycles.

Le méme raisonnement s’applique aux permutations qui sont produits de deux transpositions a supports dis-
joints, en vertu de la question 20 cette fois-ci.

Conclusion. Lorsque H est un sous-groupe distingué (cad stable par conjugaison) de Hs, il contient tous les
3-cycles dés lors qu’il en contient un. De méme, si H contient un produit de deux transpositions a supports
disjoints, alors il contient tous les produits de deux transpositions a supports disjoints.

b) Il est clair que {id} et As sont des sous-groupes distngués de As. Le but est de prouver qu’il n’existe que ceux-la.

Soit H un sous-groupe distingué de As. Si H n’est pas réduit a l'identité, alors H contient au moins un 3-cycle (ou
un 5-cycle, ou un produit de deux transpositions a supports disjoints). Mais alors, d’aprés la question précédente,
H contient tous les 3-cycles (ou tous les 5-cycles, ou...), qui sont au nombre de 20 (ou 24 ou 15).

Or H ne peut contenir (en plus de I'identité évidemment) que les 3-cycles, sinon il serait de cardinal 21; or son
cardinal doit diviser celui de As (égal a 60) d’apres le théoreme de Lagrange (question 8). Il doit donc contenir
au moins un 5-cycle ou un produit de deux transpositions a supports disjoints; mais alors il contient toutes les
permutations de ce type et on obtient donc : Card(H) > 30. Une nouvelle application du théoréme de Lagrange
implique que Card(H) = 60, cad H = As.

De méme H ne peut contenir que les 5-cycles, sinon il serait de cardinal 25 ; et H ne peut contenir que les produits
de deux transpositions a supports disjoints, sinon il serait de cardinal 16. Dans ces deux cas, on raisonne comme
précédemment pour conclure finalement que H = As.

Conclusion. Le groupe As ne posséde aucun sous-groupe non trivial stable par conjugaison (les seuls sous-
groupes distingués de As sont {id} et As).

PROBLEME 2 — ‘ (RESOLUTION D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE).‘

1) La fonction th est continue et strictement croissante sur R. A ce titre elle réalise une bijection de R vers th(R),
cad de R vers | — 1,1].

2) D’apres la question précédente, la fonction th admet une bijection réciproque, notée argth. On peut alors

affirmer que la fonction ‘argth est impaire et strictement croissante ‘, car th l'est et que la bijection réciproque

d’une fonction impaire (resp. strictement croissante) est impaire (resp. strictement croissante).

3) La bijection réciproque f~! d’une fonction f est dérivable en f(zg) dés lors que f est dérivable en zg et que
f'(x0) # 0 et dans ce cas (£1)' (f (20)) = 1/ (o).

La fonction th est dérivable sur R, et sa dérivée (1 — th2) ne s’annule pas. Il s’ensuit que pour tout réel zg, la

fonction argth est dérivable en th(zg), et argth’ (th (z¢)) = ————.
1—th ($0)

1
Par conséquent, |la fonction argth est dérivable sur | — 1,1[, et : Vo € | —1,1[, argth’(z) = 12
—z
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4) Soit y un réel strictement compris entre —1 et 1, et résolvons dans R I’équation th(z) = y (afin de déterminer
argth(y)). On a :
(o) =3] = |

xZ —X

e —e

ex_’_e_x_yil <:>[er—efmzyex+yefx]<:> [(1—y)e2‘”:1+y]

1+y 1 1+y
2$:7 :71
[e 1—11}{:}[96 2n(1—y>}

1
Conclusion. Vz € | —1,1[, argth(z) =1n < : + x)
— X

» PARTIE B - Une équation fonctionnelle.

Le but de cette partie est de résoudre le probléme suivant :
“Déterminer les fonctions f définies sur R, & valeurs réelles et dérivables en 0 qui vérifient :

2
Vee R, f(20) = —2@
1+ (f(2))
. . . . . 2k
5) Soit f constante égale & k. La fonction f est alors solution du probléme posé si et seulement si : k = T2
cad SSI k=0ou 1 +k* = 2.
‘Finalement, les fonctions constantes solutions du probléme sont celles égales & 0, & 1 ou & —1.
2f(0
6) Si f est solution du probléme, alors f(0) = 1+f]§(0))2 Les calculs de la question précédente permettent alors
d’affirmer que ‘ f(0) e {-1,0,1}|
. 2f(x/2) 2y
7) Soit x un réel. On a d’aprés I’énoncé : f(r) = ——————=. Posons alors pour tout y réel : = . La
) p fla) =5 = Fa/2)? p y 9y) = 1 vy

fonction g est définie sur R, impaire, et de classe € sur R (d’aprés les théorémes généraux). On peut en particulier
calculer sa dérivée sur R :

2 + 22 — 4y? 2 5
/ . — —
VyeR, g'(y) = TESEIL T (1-v%)

La fonction g étant impaire, il suffit d’étudier ses variations

sur R4 pour les connaitre sur R. D’apreés le calcul précédent, v |_°O —1 0 1 +oo
la fgr}gtifznl g eit1 posictiive sur [0, 1](,i néga.tive sur [1,400[. On ol o . - 1 - .
en déduit le tableau de variation de g ci-contre. — » _

On en déduit que : ‘Vl‘ e R, —-1< f(x) < 1‘

2% (=f) (x)
1+ ((=/) (=)

8) Supposons que f soit solution du probléme posé. Alors pour tout réel x : (—f) (2z) = 5. Domnc

‘ —f est également solution ‘

Dans les questions 9 4 13, on suppose que f est une solution du probléme posé, que f(0) =1 et
que f n’est pas constante.
On considére zg € R, tel que f(zg) # f(0), et on définit la suite (u,) en posant : Vn € N, u, = f (2—2)
T
9) La suite de terme général 2—2 converge évidemment vers 0. Puisque f est continue (car dérivable) en 0, la

x
propriété de continuité séquentielle implique que : lim f (—0> = f(0). Dou:| lim wu,=1|
n—s+o00 2n n—s-+o00
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ZQ
To To 2f <2n+1) 2Un+1
o) = (5 = TRYCRE T
1+ (£ (3257)) "

. Puisque 1+u%+1 > 0, on en déduit que la suite‘ (uy,) est de signe constant |.

10) Soit n un entier naturel. On a : u, = f (

2Un 41

Enrésumé:|Vne N, up, = ———
T+uy

: . QU4 1 Uy — Uy uq—1
Par ailleurs, pour tout entier naturel n on a : Up41 — Up = Upy1 — 5— = 5 = 5
T+ug T+ug L+

Up+1-

2
un+1__1

14 u?

3 Untl Puisque la fonction f est a valeurs dans [—1,1], on en déduit
n+1

En résumé : Vn € N, upi1 —u, =
up g — 1 : : s X . N . .
que : T2 < 0. Il s’ensuit que up4+1 — Uy, est du signe opposé & un+1, cdd du signe opposé a ugp puisque la suite

un+1
(uy) est de signe constant.

‘Conclusion. Si ug > 0, alors la suite (uy,) est décroissante ; sinon la suite (u,) est croissante. ‘

11) La fonction f étant a valeurs dans [—1, 1], et puisque 'on fait 'hypothése que ug # 1, on a donc ug € [—1,1].
Distinguons deux cas.

» lercas :siug € [—1,0]. Alors la suite (uy,) est & termes négatifs (d’aprés la question 10), donc ne peut converger
vers 1 (question 9) : contradiction.

» 2¢éme cas : si ug € [0,1]. Alors la suite (uy,) est décroissante (question 10) et majorée par ug, qui est strictement
inférieur a 1. Donc (uy,) ne peut converger vers 1 (question 9) : contradiction.

Puisque les deux cas conduisent & une contradiction : ‘ il n’existe pas de solution f du probléme telle que f(0) = 1. ‘

12) & 13) Par ailleurs, s'il existait une solution f du probléme telle que f(0) = —1, alors la fonction (—f) serait
également solution du probléme (question 8) et vérifierait (—f)(0) = 1; ce qui ne peut se produire d’apres la
question précédente.

‘ Conclusion. Il n’existe pas de solution f du probléme telle que f(0) = 1, ou telle que f(0) = —1. ‘

Dans les questions 14 a4 18, on suppose que f est une solution du probléme posé, que f(0) = 0.

14) Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe un réel xg tel que f(z9) = 1. On pose alors pour tout entier
o
on
9). Or le calcul effectué dans la question 10 montre que la suite (u,) est constante égale a 1 (puisque ug = 1) :
contradiction.

naturel n : u, = f < ) Alors la suite (uy,) converge vers f(0) = 0 (méme raisonnement que dans la question

Il n’existe donc pas de réel xq tel que f(z¢) = 1. En utilisant le résultat de la question 8, on peut également affirmer
qu’il n’existe pas de réel z¢ tel que f(zg) = —1.

‘ Conclusion. La fonction f est a valeurs dans | — 1,1] ‘

15) Soit x un réel. On a :

2
g(2x) = argth(f(2z)) = % In <%> = % In ((i;gg) ) =In (i;g;) = 2argth(f(z)) = 2¢g(x)

‘ Conclusion. Vz € R, g(2x) = 2g(x) ‘

16) La fonction f est dérivable en 0 (par hypothése), et la fonction argth est dérivable en 0 = f(0) (question 3).
‘Donc g = argth o f est dérivable en 0‘ (et ¢'(0) = £/(0)).

x
17) La suite de terme général on converge vers 0. D’apreés la propriété de continuité séquentielle, la suite de terme

x
énéral (i) (0). D’out par limite séquentielle : | i g<27>
géneéral g on converge vers g(U). D’ou par limite séquentielle : . _1}15{100 ( @ )

on

=g'(0)|
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X X X
9 (27> 9 (2 8 2n+1) g <2n+1)

18) Soit = un réel. Pour tout entier n on a : v, = — =<~ = 5 = 5 = Unt1-
(27> (2 % 2n+1> (2n+1>

Ainsi la suite (vy,) est constante. Or, d’aprés la question précédente elle converge vers ¢’(0). Donc la suite (vy,)
est constante égale & ¢’(0) (et en particulier vg = g(x)/x = ¢’(0)). Or cette relation est valable pour tout réel z.

Autrement dit : Vz € R, EASZ g (0),dou:Vz e R, glx)=g(0)z. ‘ Conclusion. g est linéaire. ‘
x

19) Les fonctions f solutions du probléme posé sont exactement les suivantes :

» Si f(0) =1 : seule la fonction constante égale a 1 est solution (questions 5 et 13).
» Si f(0) = —1 : seule la fonction constante égale & —1 est solution (questions 5 et 13).
» Si f(0) =0 : alors les fonctions solutions sont exactement les fonctions

fr : x € R+ th(kx) (k parcourant R).




