Lycée Jean Bart — Objectif Prépa 2023

OBJECTIF PREPA — EXERCICES

'FACTORIELLE D'UN ENTIER NATUREL

EXERCICE 1. — Calculer ou simplifier les expressions suivantes :
4! (n+1) xn!
1) A=~ 4/ D = —-——
/ 2! / (n+2)!
5! x 4! 2)!
2/ B= 3% 5) B = (nt2)!
3! x 6! (n—1)!
|
3/ ¢ = D! 5 (1D (1)
n! (n!)?
EXERCICE 2. — Montrer par récurrence sur n la propriété suivante : Vn € N, Z E'< (n+1)!
EXERCICE 3. — (Suite de Wallis).
1
On considére la suite (u,,) définie par up = 1, u; = 1 et la relation de récurrence : Vn € N, wu, o = r I 5 Un-
n
2n)!
Etablir que : Vn € N, Uy = 22(71(72!)2
. : . 2 .
EXERCICE 4. — Soit (u,) la suite définie par uy = 3 et la relation de récurrence :
2n+2
Vn e N, n == n
" tnt1 2n+5 “

1/ Calculer les valeurs de uy et us.
2/ Montrer que :

220+3 (4 2)1 ol

VneN, Uy = @n 1 1)

SOMMES (GENERALITES & EXEMPLES)

EXERCICE 5. — Etablir par récurrence sur N que .

N(N +1
VN e N, Zn— +)

EXERCICE 6. — Soit N un entier naturel. Calculer les sommes :
N N N
=>"n,  S=»k et Sg=)» N.
n=1 k=1 k=1
EXERCICE 7. — Soit ¢ € R, tel que ¢ # 1. Etablir par récurrence sur n que :
vne N Zq _Llod
) 1 o q

*. Cad, moins rigoureusement mais plus explicitement : 1 +2+ .-+ N = M
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EXERCICE 8. — Soit ¢ € R. Calculer S = Z .
k=0
EXERCICE 9. — FEtablir par récurrence sur N que : |
N
N(N +1)(2N + 1)
VN e N*, ?=
EXERCICE 10. — Etablir par récurrence sur N que :
2(N +1
VN € N, Zn + NN +1)°
SOMMES TELESCOPIQUES
EXERCICE 11. — Soit n un entier naturel. Calculer Z ;.i
—~k(k+1)
EXERCICE 12. — Soit n un entier naturel. Calculer 2”: ! 8
— E(k+1)(k+2)
EXERCICE 13. — * Soit n un entier naturel non nul. Calculer i _ 1
' —~k(k+2)
EXERCICE 14. — * Soit n un entier naturel non nul. Calculer Z (k x k)
k=0
: : ~ ok
EXERCICE 15. — * Soit n un entier naturel non nul. Calculer Z —
pr (k+1)!
. . 1 1 1
EXERCICE 16. — Etablir que pour tout entier n > 2, on a: — < - —.
n n—1 n
|
En déduire que pour tout entier naturel N non nulon a : 1 < — <
n
n=1
'SUITES ADJACENTES
EXERCICE 17. — On définit deux suites (u,),, et (v,), en posant pour tout n € N* :
2n 1 1
VneN* n — ’ t Vne N*7 n — Up — —
n , U ; ;e n Up = U -

1/ Montrer que (u,),, est décroissante, et que (v,,),, est croissante.

2/ Calculer u,, — v, pour tout entier naturel n. Conclure.

. Cad, moins rigoureusement mais plus explicitement : 12 + 22 4 ... + N2 = w

b e b
kE(k+1) k k+1
1 a b c

§. On pourra déterminer trois réels a, b et c tels que : m =% + Pl + T2

1. On pourra déterminer deux réels a et b tels que :
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EXERCICE 18. — On pose pour tout entier naturel non nul n : Sp =

1
n X nl

1/ Montrer que (S,) et (U,) sont monotones, de monotonies opposées.

2/ En déduire que (S,,) et (U,) convergent vers une limite commune, que nous noterons /.

INTEGRALES ET PRIMITIVES USUELLES)

EXERCICE 19. — Déterminer une (puis toutes) primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1) f:z— 2t 4)],3:3“_)% 6) frxr—e™
2) froxr—2x+3 xl 7) fixr—s 3e¥ —et®

5) fra— —
3) fix— 62 — 4w+ 7 ' VT 8) f:ax+—— sin(2x) + cos(3z)
EXERCICE 20. — Calculer les intégrales suivantes :

1 1 4 q
I = 2 Iy = L= —d
) 1 /Oxdx 3) 3 /0$—4dx 5) 5 /1\/E €T
1 In(2) 1
2) [2:/ z" dx 4) [4:/ e *dx 6) [6:/ (1—2)" da
0 0 0

INTEGRATION PAR PARTIES |

EXERCICE 21. — A T'aide d’une (ou plusieurs) IPP, calculer chacune des intégrales suivantes.
1 1
1/ / (22 4+ 1)e®dx 3/ / (2 +1)e"da
0 0

2/ / : (1 - ) cos(z)dz y / (e

EXERCICE 22. — On pose pour tout n € N :

A Taide d’une IPP, établir que :
Vn e N*v ]n—l - ]n = -



