Objectif Prépa 2023 — Lycée Jean Bart

OBJECTIF PREPA 2023 - MATHEMATIQUES

PROBLEMATIQUE ET OBJECTIFS.

On se propose d’étudier la suite (S,,), dont le terme général est défini par :

1 1 1 1
T T TR Y

Plus précisément, on souhaite établir que cette suite est convergente, et calculer sa limite.

Pour y parvenir, je vous propose un joli petit voyage mathématique. Ce voyage nous fera parcourir des
contrées nouvelles, sans étre complétement inaccessibles (en tout cas, je ferai tout pour qu’elles ne le soient
pas!) : 'étude de quelques sommes particuliéres, la présentation de la notion d’intégrale d’une fonction, et
celle de suites adjacentes. Toutes ces notions seront étudiées en lére année de prépa (MPSI ou PCSI). !

Une fois établi le résultat principal concernant .S, on pourra (en fonction du temps dont nous disposerons)
élargir le probléme initial, en présentant quelques variantes classiques de la question initiale.

1. La notion d’intégrale est méme déja présentée en classe de Terminale.
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Chapitre 1

Révisions. .. ou pas!

1.1 Factorielle d’un entier naturel

DEFINITION 1 - (Factorielle d’un entier naturel). Pour tout entier naturel n, on appelle facto-
rielle de n et on note n! entier naturel défini en posant :

Vn e N, n!:1><2><~~-><(n—1)><n:Hk et ol=1
k=1

Exemples : 0! =1; 1!=1; 2!=2; 3!'=6; 4!=24; 5!'=120; 6!=720; 7! = 5040

PROPRIETE 1 - 1/ VneN, n+1ll=(n+1)xn!
2/ VneN nl=nx(n-1)
3/ VneN, nz22 nl=nx(n-1)x(n—2)

1.2 Sommes et symbole Z (sigma)

NOTATION 1 - (Somme — Symbole sigma).

Soit (u,) une suite réelle, et soit N un entier naturel quelconque. On note :

N
g U, la somme wug+u;+ -+ un.

n=0

Remarques et exemples.

1/ Dans la somme, le nom de I'indice n’a aucune influence sur la valeur de la somme. Plus explicitement :

N N N N
u0+u1+---+uN:Zui:Zuk:Zup: Zu©:---
i=0 k=0 ®=0

p=0
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2/ Les bornes de la somme ne sont pas forcément 0 et N. Par exemple :

N+1 2N
E Up =Ug + U3+ -+ UNY1; g Up = Uy + U + -+ + UaN
n=2 n=1

3/ Exemple 1 : somme des entiers.

N
d n=1+2+--+N

n=1
4/ Exemple 2 : somme des carrés des entiers.

N
Zn2:12+22+”'+N2

n=1
5/ Exemple 3 : une somme géométrique.
N
Z "=1+q+q@+--+q" (q réel quelconque)
n=0
6/ Exemple 4 : une autre somme.

iln 1—|—l =In 1%—1 + In 1+1 +---+1In 1-|—i
o n) 1 2 N

Les exemples 1 & 3 ci-dessus sont des exemples de sommes classiques, donc on connait les expressions, comme
I’affirme la propriété suivante.

PROPRIETE 2 - (Quelques sommes classiques).

Soit n un entier naturel. On a :

z n(n+1) L n(n+1)
1/ kzzok:T (cad.0+1+2+-.-+n:T)_
- 1) (2n +1 1) (2n+1
6 6
k=0
L l_qn+1
3/ Pour tout réel ¢ # 1, ona:quzl—_q

k=0

Remarque. La derniére formule peut étre généralisée. Pour tout couple d’entiers (p,n) avec p < n, et
toujours avec un réel ¢ # 1, on a :
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Exemples.
10

10 11
1/Z/<;— L 55

10 x 11 x 21
2/Zk2 L—wnx?:?)&a

V3 ()

1
3

1.3 Sommes télescopiques

DEFINITION 2 - On appelle somme télescopique une somme s’écrivant :

n

Z (w1 — w)

k=p

PROPRIETE 3 - (Calcul d’une somme télescopique). Soient (u,) une suite
réelle, p et n deux entiers naturels tels que p < n. On a :

n

Z (U1 — Uk) = Uny1 — Uy

k=p

Exemples.

1/ Z (ek—H _ek) —all o0
k=0

2/ iln (1+%) —In(N +1)

- 1
3/ Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. Calculons S, = Z In (1 — —)

k=2 k2
Ona:Sn:iln<1——) iln<k2_1) iln< k:+ ))
_ In(k — 1) — In(k)] + Z [In(k -+ 1) — In(A)] = (In(1) ~ In(n)) + (In(n + 1) ~ n(2)) = In (n;>

Conclusion. ¥n € N\{0,1}, 3 In (1 - @) = (n;; )

k=2
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n—-+0o

a 1
Conséquence. On peut déduire de ce qui précéde que : | lim In (1 — ﬁ) =1n(1/2)|

1
Plus tard en Sup, nous traduirons cette propriété en disant que la série de terme général In (1 — —) est

L2
convergente, et a pour somme ln(1/2).
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Chapitre 2

Suites adjacentes

2.1 Généralités

DEFINITION 3 - Deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes si :

» (uy) et (v,) sont monotones, de monotonies opposées
» lim (v, —u,) =0

n—-+00

Exemples.
. L 1 2 .
1/ Les suites de termes généraux u, = 1 — — et v, = 1 + — sont adjacentes.
n n

2/ Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

Les suites (5,) et (U,) sont adjacentes (c’est un bon petit exo de le prouver).
3/ Approximations décimales d’un réel.

Pour tout réel z, on définit la suite (u,) (resp. (v,)) des approximations décimales par défaut (resp. par
excés) de x en posant :

10"
Vn e N, un:% (resp. YVne N, v, =

[10"z]| + 1

10™ )

Ces deux suites sont adjacentes'. On peut en outre observer qu’elles sont convergentes, et ont z pour limite
commune. Cette conclusion n’est pas un phénoméne isolé, comme on va le voir trés prochainement.

1. Pour tout réel y, on note |y| la partie entiére de y : il s’agit du plus grand entier < y. Par exemple : |7 | = 3, L\/ij =1,
1
{ZJ = 0. Attention : |—7] = —4.
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2.2 Théoréme des suites adjacentes

THEOREME 1 - (Suites adjacentes). Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

Conséquence. Les suites (S,,) et (U,) données un peu plus haut étant adjacentes, elles sont convergentes
et ont la méme limite.

En particulier, la suite (S,,) converge vers un réel ¢, cad :

. : : — 1
Jm sh=t sit  Hm (D:) =

Grace au théoréme des suites adjacentes, on a répondu a une partie du probléme initial, en établissant que
la somme des inverses des factorielles admet une limite finie (lorsque le nombre de termes tend vers +00).

Reste un “détail” : déterminer la valeur exacte de la limite ... C’est la motivation pour introduire la notion
d’intégrale, dans le paragraphe suivant.
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Chapitre 3

Calcul intégral

3.1 Primitives d’une fonction continue

DEFINITION 4 - Soit f une fonction définie sur un intervalle [ et a valeurs réelles. Une primitive de
F sur I est une fonction F' dérivable sur [ telle que F' = f.

Exemples.
2
x
1/ La fonction f:x +—— 5 est une primitive de la fonction f :x — x sur R.

3
x
2/ La fonction f : z — 3 est une primitive de la fonction f : z — 2% sur R.

n+1
3/ La foncti DT
/ La fonction f: x |

est une primitive de la fonction f : 2 +—— 2™ sur R (pour tout n € N).
4/ La fonction In est une primitive de la fonction inverse sur R*.

5/ La fonction (— cos) est une primitive de la fonction sin sur R.

Ces exemples donnés, on peut observer que ’on n’a pas unicité des primitives pour une fonction donnée,
comme le précise I’énoncé suivant.

PROPRIETE 4 - Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a valeurs réelles. Deux primitives
de f sur I différent d’'une constante.

En d’autres termes, si F' et GG sont deux primitives de f sur I, alors :

1K e R, Ve e I, F(z) =G(z) + K.

Conséquence. Dés que 'on a déterminé une primitive de f, on dispose d’une infinité de primitives de f
(en rajoutant une constante quelconque). Par exemple :

2
x
la fonction f : x +—— 5 est une primitive de la fonction f :x +—— x sur R

donc :

2

x
la fonction f: x +—> 5 + ¢ (c réel quelconque) est une primitive de la fonction f: z — z sur R
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Pour finir ces généralités, on cite un énoncé qui assure que toute fonction “assez gentille” (cad continue) sur
un intervalle / admet une primitive sur /.

THEOREME 2 - (Théoréme fondamental de 1’Analyse).

Toute fonction continue sur un intervalle / admet une primitive sur / (donc une infinité de primitives
sur I).

La preuve de ce théoréme est assez technique, et demande quelques connaissances relatives au cours de 1ére
année (MPSI ou PCSI).

3.2 Primitives usuelles

A titre d’exemples, voici quelques primitives (de référence) de certaines fonctions usuelles.

Fonction f | Primitives F Fonction f Primitives F
z" (n € N) Lx”“%—c u (z)u(z) 1u2 (x)+c¢
n+1 2

1 u' (x)

- 1 |

. nlx| +ec e nlu(z)| +c

L 1 +1

22 o wzjut(z) | gt (@) e

e’ e’ +c
1 v () cos (u ()) sin (u (x)) + ¢
eaac+b - eaerb +c
a
sin (z) —cos (z) + ¢
cos () sin (z) + ¢
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3.3 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

DEFINITION 5 - Soit f une fonction continue sur [a; b].

L’intégrale de f sur [a,b] est le réel :

b
/ f(z)dz = F (5) - F (a)

ou F' désigne une primitive de f sur [a,b].

b
o

b
En notant [F(aj)]z = F (b) — F (a), la relation précédente peut encore s’écrire : / f(z)dx = [F(x)]

b
Remarque. On peut observer que la valeur de I'intégrale [ f(x)dx est (heureusement!) indépendante de

la primitive F' de f choisie pour la calculer. En effet, si F ot G désignent deux primitives de f, il existe une
constante K telle que F = G + K. Dans ces conditions, on a clairement : [F(z)]? = [G(z)]".

b
Interprétation géométrique de l’intégrale. L’intégrale f(z)dx est laire algébrique du domaine

a
délimité par I’axe des abscisses, la courbe représentative de f, et les droites d’équation © = a et x = b.

Exemples.

3 273
1/ Onau:/0 xdx—[%} —g

1 371
1
2/ Ona:/0 v dr = [%]025
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w/2
3/ On a: /o cos(x)dx = [sin(ac)]g/2 =1

1
1
4/ Ona:/O 1+xdx:[ln(1+x)]é:ln(2)

PROPRIETE 5 - (Propriétés de l’intégrale). Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b|.

1/ ¥V (\pu) e R / (Af + ug) (z)de = )\/ f(z)dz + u/ g(xz)dx (linéarité)
2/ / flz)dz = /Cf(x)doc + u/ f(z)dz (relation de Chasles)

3/ [f positive sur [a,b]] = [/bf(x) dz > 01 (positivité)

Pour la suite des événements, on a également besoin de la propriété ci-dessous.

PROPRIETE 6 - (Croissance de I’intégrale). Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b]. On
a:

r<g st = | [ swar< [ gl

3.4 Formule d’intégration par parties

Terminologie. Soit u une fonction définie sur un intervalle 7. On dit que u est de classe € sur I lorsque
u est dérivable sur I, et que sa dérivée u’ est continue sur I.!

THEOREME 3 - (Formule d’intégration par parties) Soient u et v deux fonctions de classe €™
sur un intervalle I, et soient a et b deux réels dans /. On a :

/ " (@)o(@) do = [u(@)o(@)]’ — / ' (oW (2) da

1
Exemple. Soit : [ = / te~"dt. Posons pour tout réel t : u(t) =t et v(t) = —e ",
0

D’aprés les théorémes généraux, les fonctions u et v sont de classe €' sur R, et pour tout réel ¢ on a :
u(t)=1letv'(t) =e".

On peut légitimement utiliser une intégration par parties pour obtenir :

1
I=[—te™!]; — / —etdt = —e ' — [e_t}; =—el—e+1 soit : .
0

1. La plupart des fonctions usuelles (au moins exp, In, les fonctions polynomiales, cos et sin) sont de classe € sur leurs
ensembles de définitions respectifs.
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Chapitre 4

Application : calcul de lim Sy
n—-+00

4.1 Une famille d’intégrales (1,,),

On pose pour tout n € N :

On définit ainsi une suite (1,,)ne .

PROPRIETE 7 - Avec les notations introduites ci-dessus :

lim 7, =0

n——+o00

Cet énoncé repose essentiellement sur la propriété de croissance de l'intégrale.

4.2 Relation de récurrence entre I, et [,

PROPRIETE 8 - Avec les notations introduites ci-dessus :

1
Vn e N, IL,,1—-1,=—
n!

On établit cet énoncé a 'aide de la formule d’intégration par parties.

Objectif Prépa 2023

Page 13



Lycée Jean Bart Objectif Prépa 2023

4.3 Conclusion

A T'aide des deux propriétés précédentes, et de la formule permettant de calculer une somme télescopique,
on obtient le résultat suivant.

PROPRIETE 9 - Avec les notations introduites précédemment :

lim S, =c¢e
n—>+o0

1
En d’autres termes : = lim E —
n—r—+oo k!
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Chapitre 5

Et aprés?. ..

L] L] 1
5.1 Limite de la somme des x
PROPRIETE 10 lim zn: 1 = +00
n—r+4o00 P k o

(—1"

5.2 Limite de la somme des

k+1
PROPRIETE 11 - lim zn:ﬂ = In(2)
n—r—+oo = kE+1 N
.. 1
5.3 Limite de la somme des e
"1 72

PROPRIETE 12 - lim = e
n—>+00 pt k2 6
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