Lycée Jean Bart — MPSI

PROBLEME DE FEVRIER

EXERCICE 1 — UNE FONCTION CONTINUE SUR R, NON DERIVABLE EN UNE INFINITE DE POINTS

On considére la fonction w définie sur R en posant :

Vo e R, w(r)=minl|r—n|
nez

Pour tout réel z, w(z) est donc la distance entre z et Uentier relatif le plus proche de .

1/ Question préliminaire. Etablir que pour tout réel =, on a : lz+1] = |z] + 1.
2/ Etablir que : Ve e R, w()=min(x— |z|, [z+1] —2).

3/ Montrer que la fonction w est 1-périodique, et paire.

4/ Déterminer I'expression de w(z) pour tout réel = de [—%, %} :

5/ Tracer la courbe représentative de w sur [—2, 2].

1
6/ Etablir que w est continue en 0 et en 7 En déduire que w est continue sur R.

1
7/ Etablir que w est non dérivable en tout réel s’écrivant 3 k, pour k entier relatif quelconque.

Remarque : cette fonction w est I’élément de base pour la construction d’une fonction vraiment “trés étrange” :
la fonction de Van Der Waerden, qui est continue sur R, mais dérivable en aucun réel!

EXERCICE 2 — Pour tout (a,b,c) € R, on note T'(a,b,c) = | b a+c b |.On considére 'ensemble
c b a
S défini par
S ={T(a,b,c)|(a,b,c) € R*}
1 0 0 010 0 0 1
Onpose =1 0 1 0 |, A= 1 0 1 JeteB=| 01 0
0 01 010 100

1) Montrer que S est un sous-groupe de .#5(R).

2) Exprimer A%, B?, AB et BA a l'aide de I, A et B.

3) Soient (a,b,c) et (a’,V,c) dans R®, M = T'(a,b,c) et M' =T(a',b/,c). Calculer le produit MM,
4)

5)

Montrer que S est un sous-anneau de .#3(R). Est-il commutatif?

L’anneau S est-il un corps?
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PROBLEME 1 — | (CONVERGENCE DES SERIES DE RIEMANN).

Soit a un nombre réel. On définit une suite (uy)yey- €n posant :

Le but de 'exercice est d’étudier la limite de la suite (uy) en fonction des valeurs de a.

PARTIE A - Quelques cas particuliers

1) Soit N un entier naturel non nul. Calculer uy lorsque o = 0. En déduire la limite de (uy) dans ce cas.

2) Soit N un entier naturel non nul.

N N N
a) Rappeler les formules donnant Ay = Z n, By = Z n? et Cy = Zn?’.

n=1 n=1 n=1

b) Déduire de la question précédente la limite de la suite (uy) dans les cas ot o« = —1, @ = —2 et
o= —3.

3) Rappeler 1'énoncé du théoréme des accroissements finis.

Puis appliquer ce théoréme a la fonction In (logarithme népérien) sur Uintervalle [N; N + 1].

1
4) Etablir que : V N € N*, N

a=1.

>In(N+1)—In(N). En déduire la limite de la suite (ux) dans le cas ou

PARTIE B - Généralisation - le cas a strictement négatif

Dans cette partie, on suppose : a < 0.

1) Montrer que lim N® =0.
N—r+oc0

2) En déduire la limite de (uy) dans le cas o o < 0.

PARTIE C - Généralisation - le cas a strictement positif

Dans cette partie, on suppose a > 0 et o # 1.

1) On considére la fonction f définie sur R en posant : V2 € R%, f(x) =a'">

Justifier brievement que f est dérivable sur R, calculer sa dérivée, et donner son sens de variation.

2) Soit n un entier naturel non nul. Etablir que :

1 1 —ploe
Jee]nn+1], _:(n+)1 "
c® —
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3) Dans cette question, on suppose 0 < a < 1.

(n+ 1)1_a —nl-a

1
a) Soit n un entier naturel non nul. Déduire de la question précédente que : — 1
-«

WV

1 1
= >
ne l—«

N
b) Etablir alors que : Z

n=1

[(N+1)'7 —1]
¢) En déduire la limite de (uy) dans le cas on 0 < a < 1.

4) Dans cette question, on suppose que a > 1. Prouver que (uy) est convergente.

PARTIE D - Synthése

A T'aide des résultats établis dans les parties précédentes, indiquer pour quelles valeurs du réel « la suite
(uy) a une limite infinie, et pour quelles valeurs de « elle posséde une limite finie.



