Lycée Jean Bart — MPSI — 28 janvier 2023

DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES N7 — 28 JANVIER 2023 I

Durée : 3 heures — Calculatrices interdites

Tous les résultats doivent étre encadrés ou soulignés

EXERCICE 1 — |(SUITES IMBRIQUEES ET MATRICES) | Dans cet exercice, on cherche a déterminer
les termes généraux des suites réelles (u,,) et (v,) définies en posant :

Unp4+1 = Up — 2uy,
up =1, v9=2 et Vne N,
Upt1 = OV, — 12u,

n

On pose pour tout entier naturel n : X,, = (u”)

1/ Justifier briévement qu’il existe une matrice A € My (R) telle que : Vn e N, X, = AX,,.
2/ Etablir que: Vne N, X, = A"X,.

11
). Justifier que P est inversible et calculer P71,

3/ On pose P = (3 A

4/ Calculer D = P7'AP, et vérifier que D est une matrice diagonale.
5/ Etablir que : Vn e N, A" = PD"P~,

6/ Déduire des questions précédentes les expressions de u, et v, en fonction de n.

PROBLEME 1 — | (CALCUL MATRICIEL)‘
Tout au long de ce probléme, on pose :

1 0 O 5 -8 —4
L=101 0 et A= 4 -7 -4
00 —1 -2 4 3

Partie n’1 — Diagonalisation de la matrice A

0o 1 2
1/ On considére la matrice : P=| —1 0 2
2 1 -1

Montrer que P est inversible et expliciter P~! (indication : P! est a coefficients entiers).

2/ Veérifier que: P 'x Ax P =L,
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Partie n'2 — Commutant de la matrice A

L’objectif de cette question est de déterminer le commutant de la matrice A, c’est & dire 'ensemble des
matrices M € M3 (R) telles que : M x A=A x M.

Pour toute matrice M € Ms (R), on pose : N = P71 x M x P.
3/ Montrer [M x A=A x M] <= [N xL=L x NJ.
4/ Déterminer par le calcul 'ensemble des matrices N € M3 (R) telles que N x L = L x N.

5/ Déduire de ce qui précéde qu’il existe 5 matrices Ji,..., J5 (que 'on ne demande pas de calculer) telles
que :
5
(M x A=Ax M| < |3 (a1,...,05) € R®, M= ayJy
k=1

Partie n’3 — Equations matricielles

Dans cette question, on pose :

B =

Q| =

On note par ailleurs les deux équations matricielles suivantes (d’inconnues M € M3 (R) et N € M;(R)
respectivement) :

(E1): MT'xBxM=B et (E2): NITXLxN=L

6/ Calculer : @Q x QT. En déduire que Q est inversible, et expliciter Q.
On admet dans la suite du probléme que : Q™' x Bx Q = L.

7/ Soit M € Mj (R).
Etablir que M est solution de (E'1) si et seulement si Q=" x M x @Q est solution de (E2).

8/ La suite de ce probléme est consacrée a I’étude de 1’ensemble des solutions de I’équation (E£2). On note
GG cet ensemble, c’est a dire :

G={Me M;[R), M" x Lx M =L}

a/ Montrer que : V(M,N)e G*, M x N € G.

b/ Soit M € G. En remarquant que L? = I3, justifier que M est inversible, et exprimer son inverse en
fonction de M et de L.

¢/ Déduire de la question précédente que : [M € G] = [M~! € G].
d/ Montrer que (G, x) est un sous-groupe de (GL3 (R), x).
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PROBLEME 2 — | (CALCUL DE ( (2)).

Nous avons établi en début d’année (et au CB1) que lorsque l'on fait tendre n vers o0, la somme

Sp=1+tqlp ]
o 4 9 n2

tend vers une limite finie. Cette limite finie est notée ((2), et Vobjectif de ce probléme est de déterminer sa
valeur exacte.

Partie 1 : étude d’une fonction

t2
On considére la fonction h définie sur [0, 7] par : Vt € [0,7], h(t) = 5 = t.
77
Et on définit une seconde fonction ¢ sur [0, 7] en posant :
h(t
Vte [0,7], @)= sin (3)
—1 sit=0

in(¢
1/ Quelle est la limite de sin(?)

lorsque t tend vers 07 La réponse devra étre justifiée.

t
2/ Déduire de la question précédente les limites de — lorsque t tend vers 0.

_t _h(®)
2sin (%) 2sin (%)
Partie 2 : sommes et intégrales

3/ Montrer que pour tout entier naturel k, on a : cos (kr) = (—1)".

4/ A Paide d’une intégration par parties, établir que :

i —1)* 1
VkeN*,/tcos(k‘t) dt:L
0 k?
5/ Etablir que :
e T om (—1)"
VE e N, i t cos (kt) dt:T

6/ Pour tout entier naturel & non nul, on pose :

I :/ h(t) cos (kt) dt
0
Déduire de ce qui précéde I'expression de [ en fonction de k.

7/ Soit n € N*. Montrer que :

&

n

vie 10,7, iCOS(kt)ZCOS<(n;Fl)t) Sin(z))

sin (
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8/ Déduire de la question précédente lexistence d’un réel A tel que :

Vie 10,7, ZCOS(kt):Sinéi?n_l(_f)>t)

k=1 2

—A

Partie 3 : épilogue

On admet que :

N IDE

9/ Etablir que :

Vne N, i% = /7T h(t) (icos(k‘t)) dt

10/ Déduire de ce qui précéde la valeur exacte de :

‘@)= (Z %)



