Lycée Jean Bart — MPSI — 28 janvier 2023

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N7 — 28 JANVIER 2023

EXERCICE 1 — | (SUITES IMBRIQUEES ET MATRICES) | Dans cet exercice, on cherche a déterminer
les termes généraux des suites réelles (u,,) et (v,) définies en posant :

Upy1 = Up — 2Uy
up=1, v9=2 et Vnée N,
Upt1 = OV, — 12u,

On pose pour tout entier naturel n : X,, = <Z”)
n

1/ Justifier brievement qu'il existe une matrice A € My (R) telle que : Vn e N, X, = AX,,.

) N1 . Up+1 o -2 1 Uy,
D’aprés I’énoncé : Vn € N, ( Vo ) = ( 19 5 ) ( o )

Conclusion. On a:Vne N, X, ,; = AX,, avec A = ( __122 é )

2/ Etablir que: Vn e N, X, = A"X,.

Récurrence immédiate sur n.

3 4

La matrice P est inversible car son déterminant est non-nul (det(P) = 1).

3/ On pose P = (1 1). Justifier que P est inversible et calculer P~

Conclusion. P € GlL, (R) et P! = <—43 _11)

4/ Calculer D = P7'AP,| et vérifier que D est une matrice diagonale.

Un calcul aisé donne : P~1AP = ((1) (2))

5/ Etablir que : Vn € N, A" = PD"P~!,

Récurrence immédiate sur n.

6/ Déduire des questions précédentes les expressions de u, et v, en fonction de n.
Soit n un entier naturel. D’aprés les questions précédentes : X, = A"X, = X,, = PD"P~!1X,.
Il s’ensuit que :
u, \ (1 1\ (1 O 4 -1\ /1\ (1 1\ /1 O 2\ (1L 1\ 2\ [2=-2"
v, ] \3 4)\0 2"/ \-3 1 2] \3 4)\0 27)\—-1) \3 4)\-2n)  \6-—2"*2

Conclusion. Vn € N, u, =2 —-2" et v, =6—2""2
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PROBLEME 1 — | (CALCUL MATRICIEL)
Tout au long de ce probléme, on pose :

1 0 O )
L=101 0 et A= 4
00 —1 )
Partie n’1 — Diagonalisation de la matrice A
0 1 2
1/ On considére la matrice : P=| —1 0 2
2 1 -1

—4
—4

Montrer que P est inversible et expliciter P! (indication : P~ est a coefficients entiers).

bl T
Soient B= | by, | et X = | 25 | deux éléments de R3. On a :
bs T3
0 1 2 1 by To + 213
PX =B« -1 0 2 o = b2 ~ —$1+2$3
2 1 -1 XT3 bg 21131 + o — I3
21’1 + X9 —x3 = bg 2331 + 2o — 23 = b3
= To + 213 = bl = Ty + 213 = b1 =
-1 + 21’3 = bg To + 31‘3 = b3 -+ 2b2

21’1 = 463 + 6b2 - 4b1 ry = 2b3 -+ 3b2 - 2b1
=4 To = 3by —4by — 2b3 & T9 = 3by —4by — 2bs
r3 = b3+2b2—bl r3 = b3+2b2—bl
-2 3 2
Conclusion. P € GL;(R)et P"'=| 3 —4 -2
-1 2 1

2/ Vérifier que: P7'x Ax P=L.

by

2[1)1 + T9 — T3
To + 213
T3

1l
o~ o
w =
+
)
>
[\v]
|
o>~
S

Par associativité du produit dans M3 (R), on peut procéder (au choix) de 'une des deux fagons suivantes :

» On écrit : P! x Ax P= (P ' x A)x P. Alors :

-2 3 2 5 -8 —4 -2 3
P lx A= 3 —4 -2 4 -7 —4 | = 3 —4
-1 2 1 -2 4 3 1 -2
-2 3 2 0 1 2
Puis: P 'xAxP= 3 —4 -2 -1 0 2 =
1 -2 -1 2 1 -1
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» Ou on écrit : P! x Ax P =P x (A x P). Alors :

5 —8 —4 0 1 2 0 1 -2
Ax P = 4 -7 -4 -1 0 2 = -1 0 -2
-2 4 3 2 1 -1 2 1 1
-2 3 2 0 1 =2 1 0 O
Puis: P 'x AxP= 3 —4 =2 -1 0 -2 | =101 O
-1 2 1 2 1 1 0 0 -1

Conclusion. quelle que soit la méthode employée, on peut conclure : P~! x A x P = L.

Partie n'2 — Commutant de la matrice A

L’objectif de cette question est de déterminer le commutant de la matrice A, c’est & dire 'ensemble des
matrices M € Mj (R) telles que : M x A=A x M.

Pour toute matrice M € Mj (R), on pose : N = P™' x M x P.

3/ Montrer [M x A=AXx M] <= [N xL=LxN].

4/

Pour M € M;3(R), posons N =P~ ! x M x P.Onaalors: M = P x N x P71,
De maniére analogue, puisque P! x A x P = L d’aprés la question précédente, ona: A = Px L x P~
Parsuite : [M x A= AX M| <= [PXNxXxP!'XPXxLxP1'=PxLxP1'xPxNxP

< [PXNXLxP'=PxLxNxP <= [NxL=LXxN|
La derniére équivalence étant obtenue en multipliant & gauche (resp. a droite) les deux termes de 1’avant-
derniére égalité par P~! (resp. par P).
Conclusion. [M x A=Ax M] <= [N x L=Lx N] (ot N=P ' x M x P)

Déterminer par le calcul 'ensemble des matrices N € M3 (R) telles que N x L = L x N.
a b c
Soit N € M3 (R). Tl existe 9 réels a, b,..., i telsque : N=| d e f |. Avec cette notation, on a :
g h 1
a b c 10 0 10 0 a b c
[N X L=LxN]<+= d e f 01 0 =101 0 d e f
g h 1 0 0 —1 00 —1 g h 1
a b —c a b ¢
— d e —f | = d e f —c=f=g=h=0]
g h —i —-g —h —i

En résumé : N x L = L x N si et seulement si il existe 5 réels a, b, d, e et ¢ tels que : N =

O e
o o0 -
= O O

Conclusion. {N € M3(R) , NxL=Lx N} = , a,b,d, e, iréels

O R
o0 o
. O O
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5/ Déduire de ce qui précéde qu’il existe 5 matrices Jq,. .., J5 (que 'on ne demande pas de calculer) telles
que :

[Mx A=Ax M|+~

5
3 (Oél,...,Oé5) € R5, M:ZO(ka]

k=1

Soit M € M3 (R). D’aprés la question 3: [M x A=A X M| <= [N x L =L x N] (avec N = P"'x M x P).
Or, d’aprés la question précédente :
[N x L =LxN] <<= [3(a1,02,03,04,05) € R, N = a1 F11 + aaF1y + agly + ayFa + a5 Ess]

ou 'on a noté :

1 00 010 0 00 0 00 0 00
Eip=100 0 |;E2=(0 00 );EB1=|100 |;E92=]010 |etEzz=]| 00 0
0 00 0 00 0 00 0 00 0 01

On en déduit que :

[M xA=Ax M] == [3 (061,062,063,064,065) S R5, M =P x (O¢1E11 =+ 042E12 —I—O(3E21 + 044E22 =+ a5E33) X Pil}

5
Conclusion. [M x A=A x M| <~ [3 (a1,...,05) € R®, M = Zakjk],
k=1

aVGCJ1:P><E11><P71,...,J5:P><E33XP71

Partie n’3 — Equations matricielles

Dans cette question, on pose :

B =

Nel i

Et on note par ailleurs les deux équations matricielles suivantes (d’inconnues M € Mj (R) et N € M3 (R)
respectivement) :

(E1): MTxBxM=RB et (E2): NITXLxN=L

6/ Calculer : @ x QT. En déduire que Q est inversible, et expliciter Q.

L2 2 1 2 1 2 .
Ona:QxQ'=g| -1 2 2 2 2 -1 | = ;diag(9,9.9)
2 -1 2 1 2 2

Finalement : Q x QT =15. Conclusion. Q € GL; (R), et : Q7! = Q7.
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On admet dans la suite du probléme que : Q7' x Bx Q = L.

7/ Soit M € M;s (R).
Etablir que M est solution de (E1) si et seulement si Q' x M x Q est solution de (E2).

Soit M une matrice de M3 (R). On a :

Q' MQ solution de (E2)
QT x M x @Q solution de (E2)
(QTXMXQ)TXLX(QTXMXQ):L

!

s
— QT x M7 x (QT)TXLX QU x M xQ=1L
= QTx MTx QxLx Q'xMxQ=1L
—— ———

—QL-
Q'x M'"x BxMxQ=1L
MP'x BxM=QxLxQ!
M" x Bx M =B

<~
<~
=
<= M solution de (E1)

Conclusion. VM € M;(R), [M solution de (E1)] <= [P~'M P solution de (E2)]

8/ La suite de ce probléme est consacrée a I’étude de I’ensemble des solutions de 1’équation (E£2). On note
G cet ensemble, c’est & dire :

a/

b/

G={MeM;[R), M' x Lx M =L}

Montrer que : V(M,N)e G? M x N € G.
Soient M et N deux éléments de G. Alors :
(MNY'L(MN)= NTx MTxLxMxN=NT'x LxN=1L
——— ———
=Lcar M € G =Lcar Ne G
En résumé : (MN)' L(MN)=L.Dou: MN € G.
Conclusion. V(M,N)e G?, M x N e G

Soit M € G. En remarquant que L? = I3, justifier que M est inversible, et exprimer son inverse en
fonction de M et de L.

Soit M € G. Alors : MT x L x M = L. En multipliant & gauche les deux termes de cette égalité
par L, on obtient : L x MT x L x M = L? Puisque L? = I3, on peut réécrire cette égalité :
(Lx MTx L) x M =1;.

Cette derniére signifie exactement que M est inversible, et que son inverse est : L x M7 x L.

Conclusion. VM € G, M € GL3(R) et M~ = L x M" x L.
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¢/ Déduire de la question précédente que : [M € G] = [M~! € G].
Supposons que M € G. D’aprés la question précédente, M est inversible, et : M~' = L x M* x L.

Or:"(Lx MT" x L)XxLx(Lx M"x L) =LxMXLXLxLx M"xL=LxMxLx M"xL
—Lx (MTxLxM) xL=LxLxL=L

Dans la suite d’égalités précédentes, on a notamment utilisé le fait que L est symétrique (car dia-
gonale), donc égale a sa transposée; et que M est un élément de G (d’ott : MT x L x M = L); et
enfin que L? = Is.

Finalement on a établi que : (L x M7 x L)T><L><(L x M* x L) = L,soit : (MY xLxM™ = L.

En d’autres termes : M~ ! € G. Conclusion. VM € M3 (R), [M € G] = [M~! € G

d/ Montrer que (G, X) est un sous-groupe de (GL3 (R), X).

Tout élément de G est inversible (question 8.b), donc G C GL3 (R); le produit de deux éléments de
G est encore un élément de G (question 8.a) ; la matrice I3 appartient a G (trivial) ; et I'inverse d'un
¢lément de G est encore dans G (question 8.c).

Conclusion. (G, x) est un sous-groupe de (GL3 (R), X)

PROBLEME 2 — | (CALCUL DE ( (2)).

Nous avons établi en début d’année (et au CB1) que lorsque 1’on fait tendre n vers 400, la somme

So=1tiqly g
" 4 9 n?

tend vers une limite finie. Cette limite finie est notée ((2), et I'objectif de ce probléme est de déterminer sa
valeur exacte.

Partie 1 : étude d’une fonction

On considére la fonction h définie sur [0, 7] par : V¢ € [0, 7], h(t) = — —t.

Et on définit une seconde fonction ¢ sur [0, 7] en posant :

h(t)
2sin ( )

-1 sit=0

sit#0

B[+

sin(t)

1/ Quelle est la limite de lorsque t tend vers 07 La réponse devra étre justifiée.

sin(t t ¢ sin (2
On a: lim sin(?) i £(t) =1+ ¢(t) avec lime(t) = 0. Conclusion. lim sin(?)
t—0 { t—0 t—0 t—0 {

=1
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2/ Déduire de la question précédente les limites de ——— puis de ———— lorsque ¢ tend vers 0.
2sin (5) 2sin (5)
t
On commence par observer que d’aprés ce qui précéde : lim —— =1
t—0 sin(t)
T
Puis, en procédant au changement de variable 7' = t/2, on obtient : tli_% QSTWQ) = Tliglo sin(T) = 1.
h(t 1 t
Par ailleurs, pour tout ¢ non nul : #)t = T
2 sin (5) 2m 2sin (5) 2 sin (5)
On a déja li ! 1 d’ou li v 0
n a déja vu que : lim ————— = ou lim —— =
! aue - o9 sin(t/2) ) sin(/2)
h(t
Conclusion. lim #)t =—1.
t—0 2 sin (5)
Partie 2 : sommes et intégrales
3/ Montrer que pour tout entier naturel k, on a : cos (kr) = (—=1)*.
Soit k € N. On a : cos (km) = Re (e'*") = Re [(ei”)k} =R [(—1)’“}
Conclusion. Yk € N, cos (kr) = (—1)"
4/ A Paide d’une intégration par parties, établir que :
4 ~1)" -1
Vke N, / tcos (kt) dt = -t
L2
0
u(t) =t I
. . . _ , . [ u(t)=1
Soit k € N*. On pose : { o(t) = s1n]5kt) d’on : { V(1) = cos (kt)
Les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour

obtenir :

/Oﬂtcos (kt) dt = [M}ﬁ_l/j sin (kt) dt = 1 [cos (k)] = cos (km) — 1

k|, k K K2
=0
: T (-1 =1
Conclusion. Vi € N¥, tcos (kt) dt = —
0
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5/

6/

Etablir que :

o (—1)"

VEkeN, /0 t* cos (kt) dt = 12

Soit k € N*. O L= k) don:{ L) =2
ol . On pose : o(t) = Bln]i ) ou: v'(t) = cos (kt)

Les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties pour

obtenir :
0 2 .- s 2 T
/ t* cos (kt) dt = sin (kt) ——/ tsin (kt) dt ()
0 Lk o kJo

=0 =Jg

J/

Ut)=t - U'(t) =1
Calculons Ji. On pose : Vi) = _cos]ikt) d’ou : { V() = sin (kt)

Les fonctions U et V sont de classe € sur [0, 7], et on peut donc utiliser une intégration par parties
pour obtenir :

i t k)" 1 [T k 1
Jp = / tsin (kt) dt = [—M] + —/ cos (kt) dt = _ meos (kr) + — [sin(kt)]y
0 k 0 k' 0 k k2 D e

Conclusion. On déduit de (#) et de () que : Vi € N, / t* cos (kt) dt = —z
0

Pour tout entier naturel £ non nul, on pose :
I :/ h(t) cos (kt) dt
0

Déduire de ce qui précéde 'expression de [ en fonction de k.

Soit k € N*. On a :

™ ™ 2 1 ™ s
I, = / h(t) cos (kt) dt = / = —t ) cos(kt) dt = — [ t*cos (kt) dt —/ tcos (kt) dt
0 0o \2 21 Jo 0

™

Conclusion. Vk € N*, [, = / h(t) cos (kt) dt = —
0
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7/

8/

Soit n € N*. Montrer que :

Vie 10,4, icos(kt)_c()s((n;l)t) S;i(ét))

Soient t € |0;7] et n € N*. Observons que : Zcos (kt) = Re Zexpikt , et calculons S.
k=1 k=1
S
n ) n ) 1= int )

S = ;eXplkt = ; (exp‘t)k = et . _eeit (puisque e # 1). Puis on applique la technique de Pangle
moitié :
& it ei'mf/2 e_”ft/z — e%"t/Q _ einTJrlt—Qi.SiTl (nt/2) Jon: S — einTHtSi.n (nt/2)

eit/2 e=it/2 — ¢it/2 —2isin (t/2) sin (¢/2)

Conclusion. Vt € |0;7], Vn € N, Zcos (kt) = cos
k=1

(52 24

Déduire de la question précédente I'existence d’un réel A tel que :

Vite 10,7, ZCOS(kt):Sinz(gnJEf))t>

k=1 2

- A

Soient t € |0;7] et n € N*. On a:

. nt+n+1t i nt n—i—lt . 2n—i—1t L t

in| — in{ — — in in|—=

(n+1 ) , (m) S 2 S 2 > 2 > 2
CcOS t | sin = =

5 =

2 2

((2+3)) (3

B 9

Conclusion. De cette identité et de la question précédente, on déduit que :

(D)) varch

Vte |0;n], Vn e N¥ kz_;cos(kt): 2sin (1)2) 5
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Partie 3 : épilogue

On admet que :

([ ot (s D)) a0) <o

9/ Etablir que :

n 1 T n

Vne N, Zﬁ:/ h(t) (Zcos(kt)) dt
k=1 0 k=1

1

TR

En sommant les égalités obtenues en faisant varier k& de 1 a n (avec n € N*) dans la relation ci-dessus,

on obtient :
n 1 n T - n
Z 2 Z/ h(t) cos (kt) dt :/ h(t) Zcos (kt) dt
k=1 k=10 0 1

la deuxiéme égalité provenant de la linéarité de I'intégrale.

D’aprés la question 6, on a : Vk € N*| / h(t) cos (kt) dt
0

n 1 T n
Conclusion. Vn € N*, Z == / h(t) Zcos(kt) dt
k=1 0 k=1

10/ Déduire de ce qui précéde la valeur exacte de :

Soit n € N*. D’apreés la question précédente :

n 1 - n
Y= / Bt cos (kt) dt
k=1 0 k=1

1
"o - sin((n+§) t) 1
Et d’aprés la question 8 : Z =he / h(t) —— | dt
0

£ 2 sin (/2) 2

D’oﬂ:i%z/J%sin((n—i—%) t) dt—%/oﬂh(t)dt
Soit - kzn;%:/oﬂw(t) Sm((m%) t) dt—%/oﬂh(t)dt (%)

T 1
D’aprés I'énoncé : ngquoo i @ (t) sin ((n + 5) t) dt=0
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11

s : : . 1 1
On déduit de cette observation et de la relation (%) que : ngr—Ii}oo ; Z=3
" T 1 rgr Lpgn 2
Il reste a calculer : I = /0 h(t)dt = /0 py —tdt = 6 [t?’}o ~3 [tﬂo = —%
On déduit finalement de ce calcul et de (%) que :
I zn: 1 ™ st & di ¢(2) m
im = | == ir = —
S| 2 5 c’est a dire G




