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COLLE 17 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS 1. — Propriété (clef du théoréme de Rolle). Soit f une fonction dérivable sur I (intervalle
ouvert non vide de R), et soit ¢ € I. Si f admet un extremum local en ¢, alors f'(c) = 0.

PREUVE. Puisque f admet un extremum local en ¢, il existe un voisinage ouvert de ¢ tel que f(c) soit un extremum de
f sur ce voisinage. De plus, f étant dérivable en ¢, on a :
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posséde des signes opposés suivant que h est strictement posi-

h) —
tif ou strictement négatif. Par stabilité des inégalités large par passage a la limite, on en déduit que : lim f(c—i——)f(c)
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Or, sur un voisinage ouvert de ¢, l’expression

sont de signes opposés. Par conséquent : f/(c) = 0.

Conclusion. Si f admet un extremum local en ¢, alors f/(¢) =0 ‘

Remarque. La réciproque est fausse (f : © € R — 2 s’annule en 0, mais 0 n’est pas un extremum local), et I’énoncé
n’est plus valide sur segment (f : x € [0,1] — 2% admet un mazimum en 1, mais f'(1) #0).

QUESTION DE COURS 2. — Théoréme de Rolle. Si est dérivable sur
Ja; b], continue sur [a, b], et f(a) = f(b), alors : ¢ € Ja;b[, f'(c) =0.

PREUVE. La fonction f étant continue sur le segment [a,b], elle est bornée
et atteint ses bornes sur [a,b] (théoréme des bornes atteintes). Notons m son
minimum et M son maximum.

» Sim = M : alors f est constante sur [a,b]. Par suite : V¢ € |a,b[, f'(c) =0.
» Si m < M : distinguons alors deux sous-cas : soit f(a) = m, soit f(a) # m.

> Si f(a) =m : alors on a aussi f(b) = m (par hypotheése), donc le maximum M de f est atteint en un réel ¢ de
Ja, b (puisque m # M), et on a donc f'(c) = 0.

> Si f(a) # m : alors on a aussi f(b) # m (par hypothése), donc le minimum m de f est atteint en un réel ¢ de
la, b, et on a donc f'(c) = 0.

‘ Conclusion. Dans tous les cas : 3c € Ja;b[, f'(¢)=0 ‘

QUESTION DE COURS 3. — Exercice. Etablir que: Vz € ]0;1[, v1 — 22 arcsin (z) < z.

Soit = un réel tel que 0 < z < 1. La fonction arcsin est continue sur [0, z], et dérivable sur |0, z[ : on peut donc lui
appliquer le théoréme des accroissements finis pour affirmer que :

arcsin(z) 1
Jdc €0, ], . = Vi

Dot : 3e €]0, [, V1 — c2arcsin(z) = 2. Or : V1 — 2 > /1 — 22 (puisque 0 < ¢ < ).

Conclusion. Vz € ]0,1[, v/1 — z2arcsin(z) <
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QUESTION DE COURS 4. — Exercice. Etablir que : Vo € Ry, arctan(z) < z.

Pour z = 0, I'inégalité est triviale.

Soit x un réel strictement positif. La fonction arctan est continue sur [0,z], et dérivable sur |0,z[ : on peut donc lui
appliquer le théoréme des accroissements finis pour affirmer que :

arctan(z) 1
Jeel0, ], -
¢ €10, x 1+¢2

Dot arctan(x) <1 (puisque <1)

u: ————= < uisque —— < 1).

x PUISANe 7772
Conclusion. Vz € R, arctan(z) < x‘
N

QUESTION DE COURS 5. — Théoréme des accroissements finis. Si f :
[a,b] — R est dérivable sur ]a, b[, continue sur [a;b], alors : 3¢ € Ja;b[, f'(c) = c;
f(b) — f(a)

b—a

PREUVE. On définit une fonction g sur [a, b] en posant :

M

D’apreés les théorémes généraux sur la continuité et la dérivabilité respectivement, la fonction g* est continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a, b].

b) — f(a b) — f(a
Bn outre g(a) = £(a) ~ L0~ (4 ) doi g(a) = f(a) et 9(8) = 70) ~ TO—TD (5 ) o : g(8) = rta).
La fonction g vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle, dont I’application donne : 3¢ €]a, b], ¢'(c) = 0.
) —
Or:Vz €la,b], ¢'(z) = f'(z) — W.
b) — b) —
On en déduit : 3¢ €]a,b], f/(c) — w = 0. D’ou finalement : | 3¢ €]a,b], f'(c) = I l))— i(a)
QUESTION DE COURS 6. — Propriété. Soit f € R’, une fonction dérivable sur I. La fonction f est croissante

sur [ si et seulement si f/ est positive sur 1.

PREUVE. » (=) — Supposons f croissante sur /.

Soit a un réel de U'intervalle I. Puisque f est dérivable sur I, elle ’est en particulier en a, et : f'(a) = f’;(a). En d’autres
h) —
termes : f/'(a) = lim M.
h=30 h
Or, pour tout réel h > 0 : f(a+ h) — f(a) > 0 (puisque f est supposée croissante).
h) —

Donc : Vh >0, M}O.
fla+h)—f(a)

. > 0, dou f4(a) =0

Par stabilité des inégalités larges par passage a la limite, on en déduit que : lim
h=30
d’on f'(a) = 0.

Le réel a de I étant arbitraire dans le raisonnement ci-dessus, on peut conclure que : Va € I, f'(a) > 0. En d’autres
termes, f’ est positive sur I. On a donc : |f croissante sur I| = |f’ positive sur I] ’

*. Informellement, cette fonction g est destinée a “redresser la situation”, en 6tant a f ce qui ’empéche de prendre les mémes valeurs en a
et en b; la motivation étant de se ramener & la situation du théoréme de Rolle.
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» (<=) — Réciproquement, supposons f’ positive sur I.

Soient a et b deux réels dans I, avec a < b. Puisque f est dérivable sur I, on peut lui appliquer le théoréme des
accroissements finis T sur [a;b] et affirmer que :

dee]adl, f’(c)=w

Comme f’(c) est positif par hypothése, et que par ailleurs b > a toujours par hypothése, on en déduit que f (b)— f (a) > 0.

dou: Jecelab[, fO)—f(a)=[f(c)x(b—a)

En résumé, on a établi 'implication : [b > a] = [f(b) > f(a)]. Donc f est croissante sur I.

On a donc : |f’ positive sur | = |f croissante sur | ‘

Conclusion. Pour f dérivable sur I, on a : [f’ positive sur I| <= [f croissante sur I].

QUESTION DE COURS 7. — Propriété. Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. La fonction f est
lipschitzienne sur I SSI f’ est bornée sur I.

PREUVE. » Supposons f lipschitzienne sur I. Alors il existe un réel positif k tel que : V(z,y) € I%, |f(y) — f(x)| <
k |y — x|. Soit a un réel quelconque dans I. Pour tout réel h raisonnable?, on a, :

flath) = f@[ kbl 4o |t h) ~ f(a)
h |h] h

Par stabilité des inégalités larges par passage a la limite, on en déduit que :

fla+h)—f(a)
h

Le réel a € I étant arbitraire dans le raisonnement précédent, on a établi que : Va € I, |f'(a)| < k. Ce qui signifie que
f! est bornée sur I.

<k

lim

< 7~: ! <
lim <k d’on [f'(a)] <k

Par suite : [f lipschitzienne sur I| = [f’ bornée sur I| (#).
» Réciproquement, supposons f’ bornée sur I. Il existe un réel M tel que : |f/| < M sur I.

Soient z et y deux réels distincts dans I. La fonction f étant dérivable sur I, elle est continue sur le segment [z,y] (ou
sur le segment [y, x]), et dérivable sur U'intervalle |z, y [ (ou sur lintervalle |y, x[). On peut donc appliquer le théoréme
des accroissements finis & la fonction f entre x et y :

il existe un réel ¢ compris entre x et y tel que : f(y) — f(z) = f'(¢) x (y — z)
= il existe un réel ¢ compris entre x et y tel que : |f(y) — f(z)| = |f'(¢)| x |y — z|
— il existe un réel ¢ compris entre x et y tel que : |f(y) — f(z)| < M X |y — |

L’inégalité obtenue ci-dessus restant évidemment valide dans le cas particulier ou 2 = y, on peut conclure que : V (x,y) €
I?) |f(y) — f(z)| < M |y — z|. Ce qui signifie que f est M-lipschitzienne sur I.

Par suite : [f lipschitzienne sur I] <= [f’ bornée sur I] ().

> ‘ Conclusion. D’aprés (#) et (&) : [f lipschitzienne sur I| <= [f’ bornée sur I| ‘

QUESTION DE COURS 8. — Inégalité des accroissements finis. Si f: I — R est dérivable sur I, et s’il
existe un réel K tel que |f'| < K sur I, alors : V (a,b) € I%, |f(b) — f(a)| < K |b—al.

Dans le cas ol a = b, I’énoncé est trivial.

Supposons a et b distincts. Sous les hypothéses de 1’énoncé, il existe un réel ¢ compris entre a et b tel que :

f() = fa) = f'(c) x (b—a)

Le passage aux valeurs absolues et la majoration |f’| < K fournissent la conclusion.

t. Puisqu’en particulier f est dérivable sur ]a, b[ et continue sur [a, b].
1. C’est a dire non nul et tel que (a + h) € I.



