Lycée Jean Bart — MPSI

PROBLEME DE FEVRIER

EXERCICE 1 — UNE FONCTION CONTINUE SUR R, NON DERIVABLE EN UNE INFINITE DE POINTS

On considére la fonction w définie sur R en posant :

Ve e R, w(zr)=min|z — n|
nez

Pour tout réel z, w(z) est donc la distance entre z et Uentier relatif le plus proche de z.
1/ Question préliminaire. Etablir que pour tout réel z, on a : lz+1] = |z] + 1.
Soit zunréel. Ona: |z] <z < |z|+ 1. Dou: |z|+1<ae+1< 2] +2.

On en déduit que : ‘Vx €R, [z+1] =|z]+ 1’.1

2/ Etablir que: V€ R, w(z) =min(zx — |z], |z+1] —2).

Soit  un nombre réel. On a : [z] < = < [z] + 1. Le réel x appartient donc & un unique intervalle
d’entiers relatifs, dont les bornes sont |x] et (|| + 1). Pour tout entier relatif n distinct de ces deux
bornes, on a : |[x —n| > 1. Il s’ensuit que la plus petite distance entre = et un entier relatif est donc
I'une des distances entre x et 'une des bornes de U'intervalle [[z], || + 1].

En d’autres termes : w(x) = min (x — [z, |2+ 1] — x).

Conclusion. Vz € R, w(z) =min (z — |z, |z +1| —z)|

3/ Montrer que la fonction w est 1-périodique, et paire.
Soit  un nombre réel.
D’aprés la question précédente : w(z +1) =min(z+1— |2+ 1], [z+1+1] — (x +1))

D’aprés la question 1, on a donc : w(x + 1) = min(x+1— [z] =1, |[x+1] +1—x —1). Par suite :
wrz+1) =wx).

Le réel x étant arbitraire dans le raisonnement précédent, on peut conclure : |V € R, w(z + 1) = w(z) |.
La fonction w est donc 1-périodique.

Soit  un réel positif. On a : [z] <z < [2] + 1. On en déduit que : — |z| —1 < —x < — |z].

On distingue alors deux cas, suivant que x est entier ou non.

Si x est entier, alors © = |z et —x = — |z].
Sinon, lorsque z n’est pas entier, on déduit de ce qui précéde que : — |z] — 1 < —x < — |z] (inégalité
stricte a droite), d’ou a fortiori : — |z| — 1 < —x < — [z].

1. En effet, le point-clef est de se souvenir que la partie entiére d’un réel x est I’'unique entier relatif tel que : N < ax < N+1.
L’encadrement |z| +1 < x + 1 < [z + 2, autrement écrit [z| +1 <z + 1 < (|x] +1) + 1 signifie que [z] + 1 est 'unique
entier relatif IV tel que N <x+1 < N + 1. A ce titre, c’est la partie entiére de = + 1.
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On en déduit dans ce cas que : |—z] = — [z] — 1.

—|z] sizeN
En résumé : Vo € Ry, [z =
—lz] -1 size Ry\N

Cette observation faite, on peut enfin étudier la parité de w (qui est effectivement définie sur une partie
symétrique par rapport a zéro).

Soit = un réel positif. D’aprés la question 2 : w(—x) = min (—x — |-z, |-z + 1] + z).
Lorsque x est entier, —z l'est également, et on a donc w(x) = 0.

Supposons donc que x € R \N. D’aprés la question précédente et la question 1, on a :
w(—z)=min(—z+ [z] +1, — |[z] +2) =min(zx — |z], [z+ 1] —2) =w(x)

Ainsi: Vz € Ry, w(—z) =w(x). ‘Ce qui assure que la fonction w est paire ’

11
4/ Déterminer Iexpression de w(z) pour tout réel x de [—57 5] :

Pour tout réel x € [0,1/2], Uentier le plus proche de = est 0. Dot : w(x) =2 — 0 = x.
Pour tout réel z € [—1/2,0], I'entier le plus proche de x est 0. Dot : w(z) =0 — 2 = —x.

11
22

|, @ =t}

Conclusion. Vzx € [

5/ Tracer la courbe représentative de w sur [—2, 2].

On connait la courbe représentative de la fonction valeur absolue sur c’est a dire que 'on

_57 5 )
connait la courbe représentative de la fonction w sur un intervalle de longueur égale & une période. On
obtient alors la courbe représentative de w sur [—2, 2] en utilisant la 1-périodicité (et éventuellement la

parité) de la fonction w.

0.5

Co

1
6/ Etablir que w est continue en 0 et en 5 En déduire que w est continue sur R.

La fonction valeur absolue est continue en 0; on en déduit que w 'est aussi, puisque les fonctions w et
valeur absolue coincident sur [—1/2,1/2].
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1 1
De plus, il est immédiat que : m_l)lll}lr w(z) = 5 Par ailleurs : $_1>111}12+w(x) = 1_1311}1%(1 —z) = 5
Il ’ensuit que : lim w(z) = w(1/2) = lim w(z). Ce qui signifie que la fonction w est continue en
z—1/2+ x—1/2—

1/2.

‘Conclusion. La fonction w est continue en 0 et en 1/2. ’

Puisque la fonction w est affine sur chacun des intervalles ]0,1/2[ et ]1/2,1[, on en déduit que w est
continue sur [0,1].

La fonction w étant de surcroit 1-périodique, on peut enfin conclure qu’elle est continue sur R.

‘ Conclusion. La fonction w est continue sur R. ‘

1
7/ Etablir que w est non dérivable en tout réel s’écrivant 3 k, pour k entier relatif quelconque.

La fonction w n’est pas dérivable en 0 (puisque la fonction valeur absolue ne lest pas). Par 1-périodicité,
on en déduit que w n’est dérivable en aucun k € Z.

De plus, la fonction w n’est pas dérivable en 1/2, puisqu’elle admet des nombres dérivés & gauche et a
droite de 1/2 qui sont distincts (1 & gauche, et —1 & droite). Par 1-périodicité, on en déduit que w n’est

dérivable en aucun réel s’écrivant 3 + k, avec k € Z.

k
Conclusion. La fonction w n’est dérivable en aucun réel s’écrivant o avec ke Z.

En résumé, la fonction w est continue sur R tout entier, mais est non dérivable en une infinité de réels.
C’est un exemple de fonction a ranger dans la catégorie des fonctions “un peu étranges” de I’Analyse.

Remarque : cette fonction w est I’élément de base pour la construction d’une fonction vraiment “trés étrange” :
la fonction de Van Der Waerden, qui est continue sur R, mais dérivable en aucun réel!

a b ¢
EXERCICE 2 — Pour tout (a,b,c) € R?, on note T(a,b,c) = [ b a+c b |. On considére I'ensemble
c b

S défini par

S ={T(a,b,c)|(a,b,c) € R’}
1 00 010 0 01
OnposelI=1 01 0 |, A= 1 0 1 JetB=| 01 0
00 1 010 1 00

1) Montrer que S est un sous-groupe de .#5(R).

On vérifie sans peine que S est une partie de .#3(R) contenant la matrice nulle, stable par somme et par
passage a l'opposée. Ainsi : S est un sous-groupe de ///;;(]R).‘
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2) Exprimer A% B? AB et BA a laide de I, A et B.

Aprés calculs : | A2=1+B; B*=1; AB=BA=A

3) Soient (a,b,c) et (a/,b,c) dans R®, M = T(a,b,c) et M' =T(a',b/,c). Calculer le produit MM,

Soient (a,b,c) et (a’,V/,c) dans R®, M = T'(a,b,c) et M’ =T(d',b,,c). Alors : M = al + bA + ¢B et
M =dl+VA+dB.
On en déduit que : MM’ = aad'l + al/ A + ad B + ba’ A + bb' A% + b’ AB + ca’' B + ¢/ BA + ¢ B

D’aprés la question précédente : MM’ = ad'l+ab' A+ad B4+ba’ A4+-bb' (I + B)+bcd A4-ca’ B+cb' A+cdl =
(aa" 4+ b0 + cc') I + (ab' + ba' + bc’ + cb') A+ (ac’ + bb' + ca’).

Conclusion. T'(a,b,c)T(a’,b', ) =T (ad’ + bV + ¢, ab’ + ba' 4+ bc’ + cb', ac’ + bb' + ca’)

4) Montrer que S est un sous-anneau de .Z5(R). Est-il commutatif ?

S est un sous-groupe additif de .Z5(R) (question 1), contenant I'identité (immédiat), et stable par produit
(question précédente). Par suite : | S est un sous-anneau de .#3(R) |.

5) L’anneau S est-il un corps?

[’anneau S contient la matrice A, qui n’est pas nulle, mais qui n’est pas inversible non plus (deux de ses
colonnes sont égales). Donc S n’est pas un corps ‘

PROBLEME 1 — ‘(CONVERGENCE DES SERIES DE RIEMANN).‘

Soit a un nombre réel. On définit une suite (ux)yey- €n posant :

N
VNEN, uy=9Y —

ne
n=1

Le but de I'exercice est d’étudier la limite de la suite (uy) en fonction des valeurs de a.

PARTIE A - Quelques cas particuliers

1) Soit N un entier naturel non nul. Calculer uy lorsque o« = 0. En déduire la limite de (uy) dans ce cas.

2) Soit N un entier naturel non nul.

N N N
a) Rappeler les formules donnant Ay = Z n, By = Z n? et Cy = Z n3.
n=1

n=1 n=1

b) Déduire de la question précédente la limite de la suite (uy) dans les cas ou v = —1, @ = —2 et
o= —3.
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3) Rappeler ’énoncé du théoréme des accroissements finis.
Puis appliquer ce théoréme a la fonction In (logarithme népérien) sur 'intervalle [N; N + 1].
1
4) Etablir que : V N € N¥, N

a=1.

>In(N+1)—1In(N). En déduire la limite de la suite (uy) dans le cas ou

PARTIE B - Généralisation - le cas o strictement négatif

Dans cette partie, on suppose : a < 0.

1) Montrer que lim N =0.
N—r+o00

2) En déduire la limite de (uy) dans le cas ot a < 0.

PARTIE C - Généralisation - le cas a strictement positif

Dans cette partie, on suppose a > 0 et o # 1.

1) On considére la fonction f définie sur R* en posant : Vo € RY, f(z) =a'"2

Justifier briévement que f est dérivable sur R* . calculer sa dérivée, et donner son sens de variation.
+7 )

2) Soit n un entier naturel non nul. Etablir que :

1 1) —pl-e
Jee|nn+1], C_a:(n—i— )1_a n

3) Dans cette question, on suppose 0 < a < 1.

(n+ 1)1_a —pl-@

1
a) Soit n un entier naturel non nul. Déduire de la question précédente que : — > 1
ne e
AR
b) Etablir alors que : — > N+1)7 -1
) ir alors qu E " 1_&[( +1) }

1

n

¢) En déduire la limite de (uy) dans le cas ot 0 < v < 1.

4) Dans cette question, on suppose que a > 1. Prouver que (uy) est convergente.

PARTIE D - Synthése

A Taide des résultats établis dans les parties précédentes, indiquer pour quelles valeurs du réel « la suite
(uy) a une limite infinie, et pour quelles valeurs de « elle posséde une limite finie.

Corrigé
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PARTIE A - Quelques cas particuliers.

N
1) Danslecasou oo = 0,0ona:V N € N*, uN221=> vV N € N*, uN:N+1‘.D’01‘1: lim uy = +o0|
— N—>+00
N N N 2
i N (N +1) s N(N+1)(2N+1) s N?*(N+1)
2)8) YN R, Yon= TEED; 3 = v Yont = ST
N N
. i 1 N(N+1) .,
b) Dans le cas ot @« = —lon a:V N € N, uy = lmzzln:TdouNl_lgoouNZ—l—oo.
Pour des raisons analogues (voir a), on aboutit au méme résultat dans les cas ou o = —2 et a = —3.
Conclusion : pour a = -1, a = —2et a=—-3ona lim uy=-+o0.
imhaalitubeninl N—+oc0
1 Al
3) VN e N¥ N >In(N+1)—In(N)|.? Par conséquent : V N € N*, Z— > In(N +1), et dapreés le
n
n=1
N
théoréme de comparaison on en déduit que : Nl_l)nioo Zl o= ~+o00 |.
PARTIE B - Généralisation - le cas a strictement négatif
1) Pour tout N entier naturel non nul, on a : N® = e ¥ Or N1_1>r3 aln N = —oo puisque « est strictement
égatif h, hése. D’ou : i N*=10|
négatit par hypothése ou N—1>Hioo 0
1
2) Pour tout entier naturel NV non nul, on a : uy > N Or Nl_i}nloo Ne 400 d’apreés la question précédente,

et le théoréme de comparaison permet alors d’affirmer que : Nl_i>m uy = +00.
+oo

Conclusion : pour « <0 on a lim wuy =400
- N—r+oc0

PARTIE C - Généralisation - le cas « strictement positif Dans cette partie, on suppose @ > 0 et
a # 1.

1) La fonction f:x € R} — ell=)Inz ogt dérivable sur R? en tant que composée de fonctions qui le sont,
et sa dérivée est donnée par :

1— 1— 1—
VeeR:, fl(z) = ¢ p-a)ne _ @ e — e
x

z z®
Il s’ensuit que le signe de f’(z) sur R est exactement celui de 1 — o Par suite :

Si 0 <a <1, alors f est croissante sur R% ; et si > 1, alors f est décroissante sur R |.

2) La fonction f est dérivable sur R* d’aprés la question précédente, donc elle I'est en particulier sur I'inter-
valle [n;n + 1] pour tout entier naturel non nul n. On peut donc appliquer le théoréme des accroissements
finis & f sur [n;n 4+ 1], et ce faisant on obtient :

l—a (n+1)7*—pl-e 1 (n4+1D"%—nle
celnmn+1], - il —n celnn+1][, - T (M)

2. Voir cours, application du théoréme des accroissements finis a la fonction In entre N et N + 1.
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1 1

— > ——— puisque la fonction puissance
o = (n+ 1)04 p q p

x +— 1/z* est décroissante quand « est strictement positif. En ne conservant que l'inégalité de gauche de
cet encadrement, et en utilisant la relation (#), on obtient :

1
3) a) Soit n € N*. Pour tout ¢ € |n;n+1[, on a: — >
n

1 1)'~* — pl-e
Vae]oi[,¥nen, Lyt "-on
e 1—a

N N
1 1 —o .
b) D’aprés ce qui précéde : Va € |0;1[, VN € N¥, Z — > Z ((n+1)"" = n'=), c’est-a-dire,
n=0
1
ne

ne 11—«
n=1

N
la somme de droite étant télescopique : Vo € |0;1[, VN € N*, Z ((N + 1)1_"“ — 1)

. . 1 -
¢)Danslecasoi 0 < < 1,ona: lim (N+1)"%=+o0,dou: lim —— (N + 1) — 1) = +oo.
N— N—+00 1 —

+oo
On déduit de cette limite, de I'inégalité de la question précédente et du théoréme de comparaison que :

N

) 1
v € Nl—lglrooz_ pa 0
. 1 1, o .
d) Soit n € N*. Pour tout ¢ € |n;n+1[, on a: > — > .2 On en déduit dans un premier temps

ne” 7 (n+1)°

que :
1 (n+ 1)17& —pl-@
v 1; v N* <
O[E] 7+OO[7 nc 7(n_|_1)a 1—a
1 - 11*04
don:Vae]|l,4oo[, Vne N, a\n (n+1)
(n+1) a—1
N N 4 1—
. 1 nt=* —(n+1)"°
etdOIlCZVOéE]l;—FOO[,VNEN,;mgg o_1
Yoo 1
it:Vaell; V N € N* < 1—(N+1)"
soi a€]1l;4o00], ’;(n—l—l)a a—l( (N+1)7%)
Or on a cette fois, puisque o > 1: lim (1—(N—|—1)1_a): 1 )
’ N—+too v — 1 a—1

N

1
On en déduit que la suite de terme général E (+—
n
n=1

. 3 . 4 . ,
1)a converge puisqu’elle est croissante® et majorée

(nous venons de I'établir).
N

N
1 1 1
Il ne reste plus qu’a remarquer que : V N € N*, uy = g — = g — | +1— ——5, ce qui
c=n “—~ (n+1) (N +1)

assure que la suite de terme général uy converge en tant que somme de suites convergentes. On peut méme
P N N ” gy . . . —1
préciser, grace a cette égalité que sa limite est comprise entre 1 et 1 + (v — 1) .

3. Méme début qu’a la question 3-a).
4. C’est une somme de termes positifs!
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Conclusion : pour a > 1, (uy) converge et

lim
N—>+o00

N

D

n=1

1
— =y

na

(avec 1 << 1+

a—1

1).

PARTIE D - Synthése En résumé, on a établi au cours des parties précédentes que :

» Sia<1l: lim
N—r+00

»Sia>1: lim
N—>+4o00

P
5

n=1

)zﬁ (avec 1 < 0 < 1+

1
a—1

)




