Lycée Jean Bart — MPSI — 7 mars 2023

EXERCICES 18 — DL ET EQUIVALENTS — CORRIGE

EXERCICE 1. — (INégligeabilité)
1/ Justifier briévement que 22 est négligeable devant e® au voisinage de +oo.
2

D’aprés les croissances comparées, on a lim — = 0. D’ot : 22 = 0 (e%).
z—+oo et

2/ Justifier briévement que x est négligeable devant 1/ au voisinage de 0.

Ona lim —— = lim vz =0. Dol : & = 0400 (V).
T

z—0t z—01
3/ Comment justifier que z* est négligeable devant x3, et que x3 est négligeable devant z2?
2
T 1

Ona lim — = lim = =0.Du: 2? = 01 (2?).
r——400 I r——4o00 I
23
Par ailleurs lim — = lim = 0. D’ot : 2% = 0g (12)
z—0 1}2 z—0

En résumé, 22 est négligeable devant 22 au voisinage de 400, et 2% est négligeable devant 2 au voisinage de 0.

EXERCICE 2. — (Equivalence - Suites) Soient u et v deux suites. On dit que u est équivalente a v si ’on peut
écrire :
Up = VUp X Pp avec lim ¢, =1
n—-+oo

Dans ce cas, on note : u, ~yoo Up.

Si v,, est non nulle & partir d’un certain rang, on a :

[Un, ~too Un] <= [ lim — = 1}

1/ Démontrer la :

n—-+oo n—-+oo

PROPRIETE FONDAMENTALE—  [Up, ~joo Un] = { lim w, = lim v,

Si Uy, ~400 Un, alors il existe une suite (¢,,) telle que : u, = v, et lim @, = 1.
n—+oo

Oun en déduit que si (v,) admet une limite, alors : lim u, = lm v,.
n—-+oo n—-+oo

Remarque. Comme son analogue sur les fonctions, cette propriété peut s’avérer trés trés trés utile pour déterminer
des limites de suites pathologiques. Par ailleurs, la réciproque est fausse (comme pour les fonctions) : u, = sin (1/n) et
v, = arctan (1/n?) tendent vers 0 lorsque n tend vers 400, mais ne sont pas équivalents (u,, est équivalent & 1/n, v, est
équivalent & 1/n?, et 1/n? est négligeable devant 1/n).

2/ Déterminer un équivalent simple de uy,, puis en déduire la limite de u, dans chacun des cas suivants :

a/ u, = ( 2—n)1n<1+nl$>.

1 1
D’une part : (n? —n) ~, 1o n%. D’autre part : In (1 + 3) ~ntoo T3
n n
L. 9 N 1
On en déduit que : U, ~p—ytoo N° X el cad : up ~pstoeo o
A s oy . ) 1
Grace a la propriété, on peut conclure : lim wu, = lim — =0
n—-+o0o n—+oo n
1
b/ u, = y/narctan (>
n
1 1
On a : arctan () ~p—stoo —
n n
- 1 1
On en déduit que : Uy, ~pioo VX —, CAd @ Uy ~psioo ——.
n Vn
. ol . . 1
Grace a la propriété, on peut conclure : lim wu, = lim 0

n—-+oo n—+4oo \/ﬁ o
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2

= (1+2)"

1 n n?1In <1+ 7)
Pour tout entier n > 0, on a : (1 + ) =e n ().
n

1 1 1
Or :ln (1 + ) ~n_stoo —. Donc : n?In (1 + ) ~n—ytoo M-
n n n

n—-+oo

1
Par suite : lim n?In <1 + n) = +00 (%)

2

1 n
On déduit de (M) et (&) que:  lim (1 + n> = +o0

n—-+4oo

EXERCICE 3. — 1/ Sans regarder votre formulaire, rappeler le DL a lordre 2 en 0 de la fonction cos, puis son DL a
l'ordre 4 en 0.

2

DL a lordre 2 en 0 : cos(z) =1 — % + 22e(z) avec 111% g(x) =0.
r—

2 a2t
DL a Pordre 4 en 0 : cos(z) = 1 — — + = + 2¢(x) avec lim e(x) = 0.

2 24 z—0

22
2/ Justifier que : cos(z) =1 — 5 + 2%¢(2) avec lir% e(z) =0.
z—

D’apreés la question précédente, on a :

@ =1-C 4T 4 i) lim () = 0
cos(z) =1— =+ —+a'c(x im e(z) =
2 Taqr Tt avee  JIoe
Par suite :
$2 E X
cos(x) =1— -+ z3 (ﬂ + :135(1:)) avec Ihg}) e(z) =
T
En posant : £1(z) = 21 + ze(x), on a :
1'2 E
cos(z) =1 — = + 2’ (2) avec lim ey (z) =0
2 z—0

Remarque. Cet exemple justifie que 'on peut “gagner un degré” sur les DL des fonctions paires ou impaires. Explicite-
ment, le DL & l'ordre 3 en zéro de la fonction sinus est :
3

sin(z) = x — Ly x3e(x) avec lime(x) =0
6 z—0

Comme précédemment, on peut aussi écrire :
3

. o 1‘7 4 . o
sin(z) =« 5 + z%e(x) avec ill% e(z)=0

et obtenir ainsi & peu de frais le DL & 'ordre 4 en 0 de la fonction sin.
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EXERCICE 4. — Déterminer le développement limité & I'ordre n en a des expressions suivantes :
1/ f(x) =2e ™ (avec a =0 et n = 4).

On commence par écrire le DL a l'ordre 4 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :
2 3

—1+x+x—+x——|———|—xs() avec lim e(z) =0
3' 4' x—0
Puis on effectue le changement de variable X = —x pour obtenir *
2 2 ot .
_1—x+§—§+z+xs() avecilg%s(x)—()
.’173 IZ?4
Pour finir : ze™® =z — 2% + =+ — = + 2'¢(2) avec lim g(z) =0
2' 3' x—0

2/ f(z) =e” (avec a =0 et n=8).

On commence par écrire le DL & l'ordre 3 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :
72

—1+m+—+§+x5() avecaljlg%e(x):()

Puis on effectue le changement de variable X = 23 pour obtenir ' :

r—

6
e’ =1+42%+ % + 2%¢(x) avec lir% e(x)=0
3/ f(x)=(1+x)%? (avec a = 0 et n = 2).
Tl suffit d’écrire le DL a l’ordre 2 en 0 de la fonction  — (1 + z)® (formulaire), avec o = 3/2 :

()
S(2-1)=
oo des 202 )7

1+ Ze+ + 2%e(z) avec limo e(x) =0

2 z—

3 3
Soit : (1 + x)3/2 =1+ 3% + Z:EZ + 2% () avec lin%) e(z)=0

T—r

4/ f(x)=1In (1111;2) (avec a = 0 et n = 3).

Ona: f(z) =In(1+2?) —In(l+2).
Le DL a l'ordre 3 en 0 de In(1 + z) est donné par le formulaire :
2?28 3 )
ln(l—&-x)—x—?—i—?—i—xe(x) avecili%s(x)—O

Pour obtenir le DL & I'ordre 3 en 0 de In(1 + 2?), on effectue le changement de variable X = 22 dans le précédent, pour
obtenir ¥ :

In(1 + 2?) = 2% + 23¢(x) avec lim e(z) =0
z—0
1 2 3 2 3
On en déduit que : In ( 1—:_9; ) =—z+ % - % + 2%¢(x) avec il_r)r}) e(x)=0

5/f(x):%(aveca=0etn:3).

On écrit d’abord : f (z) =In(1+ z) x

J— x :
D’aprés le formulaire, on a :

2 $3

In(l+z)=2— R 23e(x) avec lim e(z) =0
2 3 z—0

et
1
—— =1+ax+2%+2% +2%(2) avec lim e(z) =0

1—=z x—0

x. Légitimement car lim (—z) = 0.
x—0

1. Légitimement car lim z® = 0.
x—0

1. Légitimement car lim z2 = 0.
x—0
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Puis on applique la régle permettant d’obtenir le DL d’un produit de fonctions : on effectue le produit des parties réguliéres,
en tronquant a l'ordre 3, cad en ne tenant pas compte des puissances de x supérieures ou égales & 4, ce qui donne la ligne
ci-dessous.

1 9 3 z? 3 .
ln(1+x)x1_ =(l4+z+az +x)<x—2—|—3 + z°e(x) avec}rli%e(ac)zo
D’ou :
1 22 28 9 3 3 3 .
1n(1+x)x1_xfx—7+§+x —5 Tt + z°e(x) avecwh_r)%e(x)f()
2 xd
Soit finalement : In (1 + x) x T, = C + = + 5 + z’e(x) avec aljli%e(x) = 0.

1/ f(z) =e" (avec a =0 et n = 6).
Attention : on ne peut pas directement poser X = 1 — 22 dans le DL de 'exponentielle, puisque lir% 1—22#0.
xr—

1—x? —z?

Pour contourner le probléme, on observe que : e =exe

Puis on écrit le DL & 'ordre 3 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :

z? 28
—1+x+f+f+xe() avec lim e(z) =0
3! z—0
On effectue ensuite le changement de variable X = —22 pour obtenir® :
24 46
=1 a2 +§—§+x5() avecilg%)s(m)zO
. a2 ext exf .
Finalement : ! =e —ex? + — — —— 4 2% (z) avec lim e(z) =0
2' 3' x—0

7/ f(z) = (1 —xz)e* (avec a =0 et n = 3).

On écrit le DL a l'ordre 3 en 0 de la fonction exponentielle (formulaire) :
2 3
—1+w+m—+f+x5() avec lim e(z) =0

3! x—0

On effectue ensuite le changement de variable X = 2z pour obtenir T :

423 .
T =1+2r+22%+ — 3 + 23¢(z) avec lim e(z) =0

x—0

Puis on multiplie la partie réguliére de ce DL par (1 — ), en ne tenant pas compte des puissances de = supérieures ou
égales a 4 :
43
(1 —z)e®® =142z + 222 + = T%- 222 — 223 + 23 (x) avec lin}) e(x)=0

Tr—r

2 3
Finalement : (1 —z)e*® =1+ — % + z%¢(2) avec lir% e(x) =0
r—

8/ f(x) =e"? (avec a =0 et n =4).
D’aprés le formulaire :
3

— T - —
sh () =2+ 5 + ze(x) avec 01:13%5(:1:)—0
et
22 3 gt
—1+x+?+?+ﬂ+x€() avecll:ig%)a(x)zo

23
par des “x + E ’ (partie réguliére du DL de sh (x)). Alors :

.’IJS 2 $3 3 IE3 4
3 T+ 5 T+ 3 T+ I
esh () —1 + (l‘ + 6) + + + + J,‘4E(l‘) avec lim E(l‘) =0

13 77

Puis, dans le DL de e”, on remplace tous les

2 6 24 z—0

§. Légitimement cette fois-ci car lim —z2 = 0.
z—0

q. Légitimement car lim 2z = 0.
z—0
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Donc :
3 2 4 3 4
1+x+6+2+6+6+24+x5() avecalcli%a(m) 0
z? 23 bt
Finalement : eSh(T)—l—l—x—&-?—&—?—&—ﬂ—i—x e(x) avec iii%s(x)zo

9/ f(x) =eVTH (avec a = 0 et n = 2).

2
D’apres le formulaire : V1 +xz =1+ g T z%e(x) avec lir% e(x) =0.

8 z—

2 2
Dot : eV1+? = exp (1 + g - % + £C2€(£L‘)> =e X exp <;€ - % + wzs(x))

Or :

Dou :
2
T x 9 x
Lo 1.z
exp(2 3 +x 5(3:)) + 5

Finalement : eV1t% =1 + g + z?e(x) avec lim e(z) =0

x—0

10/ f(z) =vV1+ V142 (avec a =0 et n =2).

2
On a (formulaire) : vV1+2z =1+ g S z%e(2) avec lim e(z) = 0.

8 z—0

2
Ainsi: V1++V1+x 1+x:\/2+m—x+x25(m) avec 111%5(@:0

xr—r
V1+V1i+ 1+x—\f\/l++x5() aveclir%s(:z:):O
r—r

. . ) z 22

Arrivé & cet endroit, on effectue un nouveau changement de variable, en posant X = 1 16
X X2 2
Puisque : vV1+ X =1+ 5 3 + X?¢(X) et que lin%)z — % =0, on en déduit :
T—

voa? (z_2)
4 16 4 16 9 .
VIitVitor=v2[1+ 5 + 2°e(x) avec lim e(x) =0
x

8
Donc : v/1+ 1+ V2142 . +a%e(z)  avec lime(x) =0
nc : xr = —_— — — €T X 1 xTr) =
8 32 128 vee 2o

Finalement : /1 + 1—|—m—\[{ —&—x—}—i—x e(x) avec lim e(z) =0

x—0

EXERCICE 5. — (DL, équivalents et limites). On peut lever des indéterminations en effectuant un DL en 0 & un
ordre judicieusement choisi.

: . - 1
Exemples : lim sin(x) =1 (DL alordre 1 en 0 de sin); lim sin(@) -« = —— (DL a lordre 3 en 0 de sin)
z—0 z—0 x3 6
arctan (z)
Ul =

1 t 1
3 ~o 3 Par suite : 11:1—%%2(@ =3

On a : arctan (z) ~o v. D'on : 222 ()
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In ((1+ ) (1+ 2z))

2/t
Pour tout réel z >0, on a: In((1+z)(1+2z)) =In(1+z) + In(1 + 2x).
Dou:In((1+x)(1+42x)) =+ o(z) + 2z + o(x) soit In((1+2)(142x)) =3z+o(x)

In((1+ ) (1 + 2z))

En particulier : In ((1 + ) (1 4 22)) ~¢ 3z. D’ou : ~0 3.
x
In ((1 142
Par suite : lim n((+2){+22)) =3.
x—0 x
. sin(z)
3/ 1
/ acE)nO 2 4 2z
i 1 i 1
D’une part : sin(z) ~¢ z, et d’autre part : 22 + 22 ~q 2. D’oil : ;erig;)m ~0 5 Par suite : il_r)% % =5
1 1
4/ lim = — —
/ 230 72 tan?(z)
Ecrivons un DL & l'ordre 4 en 0 de tan?(x).
. . a’ 4 . 2 2, 20 4
D’apres le formulaire : tan(z) = = + 3 + o(x®). Par suite : tan*(z) = 2= + 3 + o(z")
1 1 1 1 1 1
On en déduit que : — — —5— = — — 1 =5 |1l-—s (M)
2 tan®(z) a? 2 4 X2 2z 5
I2+T+0(Z‘) 1+T+0(x)
. R . 1
Par ailleurs, d’aprés le formulaire encore : TIx 1-X+o(X).
. 1 222 9 . 1 222 9
On en déduit que : 22—21—T+0(1‘ ). D’ou : 1—22— = T—&-o(m ) ().
x x
1+ = +o(z?) 14+ 2 +o(z?)
3 3
1 1 1 222 1 1 2
’ A : _——_— — R - i —_———_— = —
D'aprés () et (%) L2 tan%x)} 02773 Donc 230 22 tan?(z) 3

1
5/ zgrﬂoo (22 — 2+ 1) sin (71- x2>

1
D’une part, puisque sin(X) ~o X et lim —— =0,0n a:
r—+00 T T

. 1 1
sin 2 | Yx—=+4oo o
XX X

D’autre part : 202 — 2 + 1 ~ o 222

‘ -

1
On en déduit que : (2:1:2 —x+ 1) sin < > ~ oo 277 X —s-
T

T x?

1 2
D’ou : mgr_?oo (2x2 —x+ 1) sin <7r3:2) =
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lim 3Vn+ Yn+n

n—+o0 2y/n+1In(n+1) +e "

Puisque /n = 0400(n), on a : /n+ /N ~j1o I/n.

Et comme : ¢/n =010 (v/n),0n a: 3y/n+ /n+/n~ix 3/n ().

Par ailleurs, puisque : In(n+ 1)+ e ™ =010 (v/n),ona: 2y/n+In(n+1)+e™ "~ 2/n ().
3 V 3

D’aprés (#) et (&) Vit ynt Vi vn

6/

: 2yn+In(n+1)+em oo 2yn’
3Vn+ n+yn 3

Ainsi : i =_.
et 2yn+In(n+1)+e™ 2

7/ lim Slngx);sm(a)auvecO<a<E.
z—a  sin(x —a) 2

Le premier réflexe ici est de faire un retour a 'origine, cad un changement de variable permettant de se ramener a
un calcul de limite en 0. On pose donc :

X=z—-a (donc z = X + a)

Moyennant ce changement de variable, I’énoncé de ’exo se réécrit :

iy ST (z) — sin (a) — iy B (X +a) —sin(a)

e—a  sin(z — a) X0 sin (X)

On a dégja : sin (X) ~o X (&)
Par ailleurs :

sin (X + a) — sin (a) = sin(X) cos(a) + sin(a) cos(X) — sin(a) = sin(X) cos(a) + sin(a) (cos(X) — 1)

On en déduit que : sin (X + a) — sin (a) ~g sin(X) cos(a).
Dot : sin (X 4+ a) — sin (a) ~o X cos(a) (&)

sin (X + a) — sin (a)
sin (X)

sin (x) — sin (a)

D’aprés (#) et (&) : ~g cos(a). Par suite : wlg)na Sn(z —a) = cos(a)

% — a®

. a N P s
8/ lim ————— ou a est un réel > 0 arbitraire
z—ra 8in (z — a)

Comme dans la question précédente, on effectue un retour a ’origine, en posant :

X=z—-a (donc z = X +a)

Moyennant ce changement de variable, I’énoncé de ’exo se réécrit :

. x*—a” . (X +a)—aXte
lim —_— = lim N
e—asin (z —a) X—0 sin (X)

On a dégja : sin (X) ~o X (#)
Par ailleurs, en prévoyant quelques aspirines pour la route :
(X 4 a)® — a¥+e = aln(X+a) _ o(X+a)In(a)

— ot In(a(1+X)) _ oX In(a) galn(a)

— ot In(a)+aln(1+X) _ X In(a) galn(a)

_ ealn(a) e In(1+X) X In(a) galn(a)

— e In(a) |:ea ln(1+%) —eX ln(a)i|
— @0 In(a) |:ea§+oo(X) — X ln(a):|

=@ [1 + X +0(X) — 1 — X In(a) — og(x)]
= *I0() [X (1 — In(a)) + oo(z)]
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Ainsi : (X +a)" —aXt® ~g a*X (1 —In(a)) ()

(X 4+a)" —aXte
sin (X)

x

D’aprés (#) et (&) : ~p a®(1 —In(a)).

Par suite : Ilgna % =a"(1 —1In(a))

EXERCICE 6. — (Tangentes et positions relatives) Soit f une fonction définie au voisinage de 0, ayant comme
DL: f(z) =ao+aiz+---+a,az” +o(z"). Alors €5 admet une tangente T au point d’abscisse 0 d’équation y = ag + a1 .
La position relative de ¢y et de T est donnée au voisinage de 0 par le signe du premier terme non nul de degré > 2
A vous de jouer : dans chacun des cas suivants, déterminer 1’équation de la tangente T' & €¢ au point d’abcisse 0, et
préciser la position relative de € et de 1" au voisinage de O :

1/ f(2) = (2 + 1)e”

2
Soit x un réel. On a : f(x) = (22 + 1) (1 +z+ % + 0(962)).

2 2

5
D’Ou:f(ac):2x+1+2x2+x+%+0(:p2):1+3x+%+0(x2).

On en déduit que la courbe représentative ¢y admet une tangente au point d’abcisse 0 d’équation y = 1+ 3z; au
voisinage de 0, € est située au-dessus de cette tangente (signe de 5z%/2).

sin(x)
2/ fw) = T
1
Soit = un réel tel que |z| < 1. On a: f(x) = sin(z) x T2

Ainsi : f(z) = (z +o(z?)) x (1 — 2 + 2 + o(z?)). Donc : f(z) =z — 22 + o(a?).

On en déduit que la courbe représentative ¢ admet une tangente au point d’abcisse 0 d’équation y = z; au voisinage
de 0, € est située en-dessous de cette tangente (signe de —z?).

3/ flz)=In(14+z+2?)V1I+2
Soit = un réel tel que |z| < 1/2.

2
D’une part : /1 + 2z = (1—1—21:)1/2 =1+z— % + o(z?)

(o +22)° 2

D’autre part : In (14 2 + 2?) = (z + 2?) — 5 +o(z?) =2+ 5 + o(z?)

2

Donc : f(z) = <1+£Cl;> <x+$22>+0(m2)—x+x2+x2+0(x2)

2
Soit : f(x) =z + 3% +o(a?)

On en déduit que la courbe représentative ¢y admet une tangente au point d’abcisse 0 d’équation y = x ; au voisinage
de 0, € est située au-dessus de cette tangente (signe de 3z2/2).

EXERCICE 7. — (DL et asymptotes) Par le biais du changement de variable “X = 1/2” dans les DL usuels, on
peut obtenir des “DL en +00”, appelés développements asymptotiques, permettant d’obtenir entre autres des équations
d’asymptotes et des positions relatives au voisinage de +oo.

1 3 1
Par exemple:Vz e RY, Va2 +z+1= g;+§+8—+o () On en déduit que la courbe représentant x — vx2 + x + 1
x x

admet en +oo une asymptote d’équation y = = + 1/2, et que 6 est au-dessus de celle-ci au voisinage de +oc.

A vous de jouer ; dans chacun des cas suivants, déterminer ’équation de I’asymptote & € en 400, et préciser la position
relative de € et de son asymptote :
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—; au voisinage de

1
1/ f(z)=22In <1+ >
x
Soit x un réel strictement positif.
1 1 1 1 1
Ona:ln<1+x> zgfﬁJr@JrOﬂm (xg)
1 1 1 1
Dot :2?In({l4+~)|=2—=4+ — o | —
ou xn(—&—x) T 2—I—?)Q:—I—0+ <x>
On en déduit que la courbe représentative ¢y admet une asymptote en +o0o d’équation y = x —
1
+00, € est située au-dessus de cette asymptote (signe de 3—)
x
2/ f(z)=va2+2z+2
Soit x un réel strictement positif.
2 2
Ona:va?+2r+2=a/1+—+ —.
x  x
2 2 <2 42 )2
[T2 2 22 \z 22 1
Or:y/1+=-+=> =142 2% o | =
' + T * x2 + 2 8 ot (9:2)
—1r2e 2ot Lo L :
r a2 z 2 g2 T 2
Y I I R N S I !
r x2 z ogz T Ot | 2
On en déduit que :
1
Ve 4+2x+2=2+4+14 — 4+ 01
2x
Subséquemment, la courbe représentative 4 admet une asymptote en +o0o d’équation y = = + 1; au voisinage de
+00, €r est située au-dessus de cette asymptote (signe de 2—)
x
M 2 . l/n 1 1
EXERCICE 8. — 1/ Soit a un réel > 0. Justifier que : /" =14 — In(a) + o | —
n n
Pour tout entier naturel n non nul, on a : a'/” = en n(@)
. . 1 L. 1/ 1 1
Puisque lim —In(a), on en déduit que : a'/™ =1+ — In(a) +o | — |.
n—4oo n n n
no 8
( . . . ( n _ n ) i
2/ ) Etablir que : ngr-l&-loo 332 -23 5

Soit n un entier naturel non nul.

Ona: (32— 2C/§)n = e"!n(un) en ayant posé : u, = 332 — 24/3.

D’aprés la question précédente :

un=3(1+;ln(2)+0<,1l)> —2(1+;1n(3)+0<i>>

1 1
soit : up, =14+ — (3In(2) —2In(3)) + o (n) =1+ o In

n

1

(

8

9

JRC

1

)
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On en déduit que : In(u,) =1n (1 + ! In (8) +o (1)>
n 9 n
In 8 +o 1
9 n)

1
n

1 8
Donc : In(uy,) ~100 - In (9>

Par suite : In(u,) =

8 8
Donc : nln(uy,) ~4o0 In (9) En particulier : lim nln(u,)=1In (9> Dou: lim ern(un) — gin(3

n—-+o0o n—-+o0o

Finalement : lim (3 V2 -2 {L/g) "t 8
n—r—+oo 9

EXERCICE 9. — (*) Soit n un entier naturel quelconque, et f la fonction définie sur | — 1;1 par :
1
frx—1n ( + x)
1—a

Déterminer le développement limité & I'ordre 2n 4+ 2 en 0 de f.
Soit n un entier naturel quelconque, et 2 un réel de | —1;1[.

1+ 1
21 = —(In(1 —1In(1 —x)).
On a n( 1—x> 2(n( + ) —In(l —x))
2n+2 I’k 2n+2 I’k
D’apreés le formulaire : In(1 4 z) = Z (71)’”1? + o0 (2*"?) et In(l —z)=— = + o (z°"2).
k=1 k=1
2n+2 k 2n+2
1 1
On en déduit que : In ( 1 i— i) =3 (Z (—1)k+11;€ + Z k:) + o (z*"1?)
k=1 k=1
2n+2 k
[N, 1 +z _ 1 k+1 T 2n+4+2
Dou.ln( 1—1:)2 ((-1) +1)k+0(z )

1 + n 2k+1
Donc : In < x) = x + o0 (J:Z"H)
k=0
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EXERCICE 10. —

(Test sur les DL /équivalents)

Chacune des questions ci-dessous comporte une unique réponse correcte.

1)

Au voisinage de +00, un équivalent de e'/™ est

AL »

B. L 1 +n

c. U 1/n

D.¥ 1+1/n
In(1

Au voisinage de 0, un équivalent de M est
x sin(x)

AL o
B. ] 1
c. =
D. &

1/x

1
lima:sin( ):
z—0 @€

0

+00

O o w »

7
O
A
. nexiste pas.

mli)r_rl_loo:/vsin (i) =...
AL o

B.¥ 1

c. [ 4+

D. [

n’existe pas.

Au voisinage de 0,
(2% + 2?) tan(z) est

AL o
B. [ 22
c. ¥ i3
D. L] a*

un équivalent de

6)

10)

Au voisinage de +o0, équivalent de

(z® 4+ x?) arctan (x) est

A0 o
B. ] 22
c. ¢ g:ﬁ"

D. [ a4

un

. arctan (x)
Pour se reposer un peu : lin =
X

A0 o

B.¥ 1

c. U =/2

D. [ 400 ou -

xTr

T+ x

Au voisinage de +0co0, un équivalent de
22 + In(z)
est
Ao 1/x
B. L z/ In(x)
c. 1 vz/In(z)
D. L] 232

2 n
(1_> _
n—r—+oco n

lim
AL o
B. ] 1
c. ¥ 2

D. [J  Aucune des réponses précédentes n’est exacte.

Vous avez répondu de maniére aléatoire et indé-
pendante aux 9 questions précédentes. La pro-
babilité que vous ayez exactement 7 bonnes ré-
ponses est

20 (1) ()
0 ()6~

D. [ Aucune des réponses précédentes n’est exacte.
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EXERCICE 11. —

1)f(x):m—x2+%—%+o(x4)
2)f(x):4xf%x3+o(x4)
3)f(m):x—§m3+o(a:3)
4) f(z) =3z — 92 + o (24)
5)f(a:)=x2+x—3—x—4+o(x4)

2 8
6)f(x):1+m3+%6+0( %)

Vi VB VB
7) f(x):? ? 18 2% + o(mQ)
8) f(x ):1+;x+%x + o (2?)

17
9) f(x )—w+%x3+1—5 +gyg @ +o(a)
10) f(z)—2+ﬁx—§18m2+o(a:2)
11) f(ac)——:r—i—gﬁ—%x?’—i—o(x?’)
12) f(x):m—l—%xQ—F%xg—i—o(xS)
13)f(:z:):efez2+§x4— 2% + o (29)
14)f(m):1+x—§x3+0(w3)
e? e?
15) f(a:):eQ+e2x—§x3—€x4—|—o(m4)
16) f(x):l—i—x—i—;x +%x —i—%x +o(z )
17)f(a:):e+§x+o(ac2)
gL atB  (a=p)’
18) f(z) =In2+ > z+ 3 2% + o (2?)
19)f(m):\/§+£x—% z® + o (z%)
20) f(x)= ;—l—%x + 0 (2?)
21) f(x) = —22% — 72 + o0 (2?)
22) f(a:):x—%xz—i—%x?’—i—a(ﬁ)

1 5
23)f(x)——§x+ﬂm2+o(x3)
24)f(x)*%+%:r2 +0(2?)

25) f(a:):—éxQ—i—o(sc?’)
26)f(1:)—%+§ +im2+ﬁz3+o(a€3)

3) S =5 - e —%m o ()
32)f(x):‘f(1+x §x2 ém3+214x4) +o0 (2"
33)f(:17):1+%z4+0(:1:7)

34) f(:v):l—%x2+%:c4+o(m5)
35)f(:17):1+§z+% 2 18014 540 (2%)
36)f($)=1+é$2+§70x4+0(m5)

37) f(z) =142+ 2%+ a* + 225 + 22° 4+ 327 + 0 (27)

38) f(x):\/é(1—112x2> o ()

3,2, 7 a4 6L g 7
39) f(z)=1 50 +tg@ 240m+0(x)

5 32 173
g2 24 2% 6 8 9
40) f(z) ==z 633 —1—45 552 (x)

41) f(x):1+%x4+o(x5)
42) f(x) = (1—;$+;$2>+0($2)

43) f(ac)ze(l—i—(m—l)—i-; (x—1)2)+0((x—1)2)

M) f@) =13 @-17+5 @10 +o(@-1)°)
45) f(x)zl—k% (:Jc—l)—é (x—1)2+0<(x—1)2>

1) f(0)=2+ @-4)-& (e~ +o0 (2~ 9?)
40 f@)=—@-m+g @ +o(w-m')

48) f(zx)=1- % (x — 7T/2)2 +o0 ((x — 71'/2)3)
19) f@)= (/2 ~ g (/2" +o0 (- m/2)")

50) f () =3~ (@ —n/3)~ 1 (o~ /3 +o (@~ 7/3)?)

11111 1
1) 1= 1~ 535+ 025+ ()
11,71 1
52) 1) = g3+ g5+ (35)
) 1@ = T4t @onm - B2 oy o

+
3 3 3
6 (x —7/3) +0((£E—7’l’/3) )
54) f (@) = 1+ 2@ —w/4) + 2 (0 — /0 + 5 (o~ w/4)° +
o((:var/4)3)
55) f(z) = 1+ (z — 7/4)+ 1(334/4) o ((z~m/9))
56) f(z) = % - i(x72) + é
1 4 4
3—2(55—2) +o((z—2)")
57) f(z) =z — 2%+ 25 + o (2)

L

(31372)2 ~ 16



