MPSI — mars 2023

CHAPITRE 18 — “L’ESSENTIEL” SUR L’ANALYSE
ASYMPTOTIQUE

PREAMBULE. Ce chapitre comporte deux grandes parties.

La premiére, technique et théorique, consiste a introduire les relations de comparaison sur les fonctions.
Essentiellement, I'intérét de ces notions est d’apporter un “confort” de rédaction ; sur le fond peu de propriétés
franchement nouvelles découleront des définitions données au cours de cette partie.

La seconde partie, consacrée aux développements limités, vous permettra en revanche de franchir un palier
trés important en Analyse, notamment lorsqu’il s’agira de lever des formes indéterminées dans des calculs
de limites (en attendant davantage d’applications en fin d’année, et en Spé).
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1. ANALYSE ASYMPTOTIQUE - RELATIONS DE COMPARAISON

1.1. Relation de négligeabilité.

DEFINITION 1 - Une fonction f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe une
fonction e définie au voisinage de a telle que : f(x) = g(z)e(z) et lime(x) = 0.
T—a

Notation. On note : f = 0,(g), ou f(x) = 0.(g9(x)), ou encore f(zr) << g(x) lorsque z tend vers a (la
derniére notation étant plutot utilisée par les Physiciens).

PROPRIETE 1 - (Caractérisation de la négligeabilité). Sous réserve que g ne
s’annule pas sur un voisinage de a, on a :

f=o0.9) = ligng =0

PROPRIETE 2 - (Quelques propriétés des “0”).
1/ f=0,1)SSI lim f =0 4/ hoa(g) = 04(gh) (h fonction définie au voisi-
2/ Xou(g) = 0ulg) (A réc) nage de a)
3/ 0a(g) + 0a(9) = 0a(9) 5/ 0a (0a(9)) = 0a(9)
Exemples.
1/ On a: sin(z) = 0, (z?) car lirll sin(z)/2* = 0 (encadrement).
T—>+00

2/ Ona:2? =0, (e") car lim z%¢™* = 0 (croissances comparées).
xr——+00

3/ Soient « et [ réels, avec a < 8. Alors : % = 04 (1:6)
4/ Soient «v et 3 réels, avec o < 8. Alors : 27 = oy (z%).

5/ Soient a et b réels, avec 0 < a < b. Alors : a” = 04 (b*) (croissances comparées).

Synthése — Echelle de négligeabilité en +oo

. 1 1 1 9 -
e <<—2<<—<<—1 lxz<xzr e
xXr xXr nwr

Synthése — Echelle de négligeabilité en 0"

) 1 111
rr<r< —<l<hr< =< - < —
Inx Vr or oz
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1.2. Relation d’équivalence.

DEFINITION 2 - Deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de a s’il existe une fonction
¢ définie au voisinage de a telle que : f(z) = g(x)p(x).

Notation. On note : f ~, g, ou f(x) ~,_q g(x). On dit encore que f est un équivalent de g au voisinage
de a.

PROPRIETE 3 - (Caractérisation de ’équivalence). Sous réserve que g ne s’an-
nule pas sur un voisinage de a, on a :

freag <= limizl
a g

PROPRIETE 4 - (Quelques propriétés des “~").
1/ la réflexion d’équivalence en a (“~,”) est une 5/ Equivalents et opérations algébriques.

relation d’équivalence (réflexive, symétrique, .

transitive). a/ Si fi ~a fa et g1 ~q go alors : figr ~a fogo
2/ fr~ag SSI f=g+o0.(9) b/ Si fi ~a fo et g1 ~q g2 alors : § ~q ?

1 2
3/ Si f ~a g et g=o4(h) alors f = oa(h) (sous réserve. . .)
4/ Si f ~ g et g=oa(h) alors f = o0a(h) ¢/ Si f1 ~q foalors :Vp€eZ, I ~, f3 (sous
réserve. . . )

Exemples.

I/Ona:z+1~,x; x+sin(r) ~r; e —2In(z)+3/r — 2% ~ o e°

2/ Ona:sin(z) ~gz; In(l+2x)~px; tan(xr)~pz; arctan(z) ~ox

1 1
3/Ona:l— 4|1+ —~4——
/ na +[E + 9

Une propriété essentielle de ce chapitre est la suivante : elle permet de lever des formes indéterminées dans
des calculs de limites inaccessibles par d’autres moyens.

e

PROPRIETE 5 - (Propriété essentielle des équivalents).
Sifr~gget li_n>1 g(x) =L € R ou € C, alors li_n>1 flz)=1¢

Cet énoncé permet donc de ramener le calcul le limite d’une fonction “compliquée” & celui d’une fonction
équivalente “plus simple”.

Exemples.
1/ Puisque e® — 2In(z) + 3y/7 — 2% ~; 0 €%, on a: lim e* — 2In(z) + 3vr — 2° = 400

r—-+00

/ 1 1 1
2/ Puisque 1 —4/1+ — ~;oo ——, 0on a: lim x—\/xg—l—:z::—i
x

2 T——+00
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1.3. Relation de domination.

DEFINITION 3 - Une fonction f est dominée par g au voisinage de a s'il existe un réel M € R,
tel que sur un voisinage de a on ait : |f(x)| < M |g(x)].

Notation. On note : f = O,(g), ou f(x) = O.(g(x)).

PROPRIETE 6 - (Caractérisation de la domination). Sous réserve que g ne
s’annule pas sur un voisinage de a, on a :

f=0,9) = / est bornée au voisinage de a
g

PROPRIETE 7 - (Quelques propriétés des “0”).

1/ A04(9) = Oa(9) 4/ Si f = 04(g) et g = Oq(h) alors : f = O,(h).
2/ Oalg) + Oalg) = Oalg) 5/ Si f=0u(g) et g = 04(h) alors : f = 0,(h).
3/ hOa(g) = Oalgh) 6/ Si f = 0a(g) et g = Ou(h) alors : f = O4(h).

2. DEVELOPPEMENTS LIMITES

2.1. Généralités.

DEFINITION. Soient f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert non-vide et & valeurs réelles,
a un élément de I et n un entier naturel. La fonction f admet un développement limité a I'ordre n en a s’il
existe :

> (n 4+ 1) scalaires ag,a; ..., ay,,
> une fonction € : I — R avec h_II)l e(z) =0,
telsque:Va e I, f(z) = Zak (z —a)| + (z — a)" e(z)
k=0

PROPRIETE (unicité du DL). Si f admet un développement limité a I'ordre n en a, alors celui-ci est unique.

2.2. Le point de départ : Formule de Taylor. Le point-clef est la formule de Taylor-Young, qui fait le
lien entre le développement limité d’une fonction et ses dérivées successives.

Théoréme (FORMULE DE TAYLOR-YOUNG) :si f € €" (I,R) et a € I, alors f admet un DL &
lordre n en a, explicitement :

Vee I, f(z)=

‘ 1
RECIPROQUE FAUSSE ! La fonction f : 2 € R* — 1+ 2 + 22 + 23sin (—> prolongée par continuité en
x

posant f(0) = 1 admet un développement limité & I'ordre 2 en 0, mais n’est pas de classe €2 en 0, car f”(0)
n’existe pas.

La formule de Taylor-Young permet donc d’obtenir les DL des fonctions dont on connait bien les dérivées
successives : exponentielle et z +— 1/(1 — x) par exemple. ..
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Propriété (DL et parité) : si f € €™ (I,R) est paire (resp. impaire) alors la partie réguliére du dévelop-
pement limité de f en 0 ne contient que des termes de degré pair (resp. impair).

ZL'Z ZE4 x2n
Exemples d’illustration : Vo € R, cosz =1— 5t t (—-1)" o) + o (")
) .,Ij3 .7;5 " x2n+1 o2
et:VIGR, Sln$:$—€+ﬁo—+(—1) m+0($ )

2.3. Développements limités et opérations usuelles.

Propriété (DL et multiplication par un scalaire) : Soit A un réel. Si f admet un développement limité a
lordre n, alors A\f admet un développement limité a I'ordre n obtenu multipliant la partie réguliére par .

Propriété (DL et somme) : Si f et g admettent un développement limité au méme ordre n, alors f + g
admet un développement limité & I'ordre n obtenu en ajoutant terme a terme les DL de f et g.

Exemples d’application : DL de ch et de sh une fois connus ceux de e” et e™”.

Propriété (DL et produit) : Si f et g admettent un développement limité au méme ordre n, alors la fonction
fg admet un développement limité a 1'ordre n, dont la partie réguliére est le produit des parties réguliéres
des DL de f et de g, tronqué a 'ordre n.

Exemples d’application : questions 1, 3, 5, 14, 15 de I'exercice 1 (feuille d’exos 18).

Propriété (DL et intégration) : Si f admet un développement limité a l'ordre n en a, la primitive F' de f
s’annulant en a admet un DL & 'ordre n 4+ 1 en a obtenu en primitivant terme a terme la partie réguliére
du développement limité de f.

Exemples d’application : DL de In(1 + ) a partir de celui de 1/(1 + z); DL de arctan(z) une fois connu
celui de 1/(1 + x2).

Propriété (DL et dérivation) : Si f admet un développement limité a 'ordre n en a, alors f’ admet un DL
a l'ordre n — 1 en a obtenu en dérivant terme & terme la partie réguliére du développement limité de f.

Exemples d’application : DI de 1/ cos? z une fois connu celui de tan .

Propriété (DL et composition) : Si f admet en 0 un développement limité a I'ordre n, et si v admet en
0 un DL a Pordre n et tend vers 0 quand x tend vers 0, alors la fonction f o u admet un développement
limité & ordre n, dont la partie réguliére est obtenue en remplacant dans le DL de f les “x” par la partie
réguliére du DL de u, et en tronquant a ’ordre n.

Exemples d’application : DL de e””g, de eS"%; questions 2, 4, 14, 16, 21... de l'exercice 1.
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2.4. Formulaire des développements limités et équivalents usuels. “‘LES FONDAMENTAUX”

"L P 22 2 z" "
= ex_LZE to(a")| =lda+ o+t to()
=0
n 2k 2 20
=2 h — 2n+1 =1 - - 2n+1
ch (z) [%(219)1 + o (a2+1) ot t +(2n)!+o(x )
n 1’2k+1 1,3 5 $2n+1
=2 h — 2n+4-2 — - el A 2n+2
sh () 2 @k 1) + o (x2712) + 5+ o0 +(2n+1)!+0(x )
[ n 2k 2 4 o
kL n _ - 7z n L 2n+1
L k=0
n 2k 3 0 2+l
=" 3 — _ 2n+42 — = IR -1 n 2n+2
sin () LZO( )(2k+1)' + o (z*"2) z— =+ 150 +( )(2n+1)!—|—0(9€ )
1 n
=4 = ¥l 4o =1+a+22+---+2"+o(z")
11—z —
& k+1 L a2 nt1 T
® |In(l+x)= (—=1) "’ + o (z") :x—5+§—---+( 1) %+o(x")
k=1
- -
. (v — 1)
- —1 -1 -2
= (14+2)"=1+ =0 I " +o(z") =1+ozx+a( ) g2 4 ole g(a )x3+-
k=1 ’
ala—1)---(a—n+1
CEIBHCEET I

“CONSEQUENCES DES FONDAMENTAUX”

3 n 22° n 1727 n 62° ( 10)
—+ —+ - oz
3 15 315 2835

® |tan(x) =z + (par quotient & partir des DL de sin et de cos)

522 1727 622°

e |th(z) =2 — % % - 3152 + K; o (z') | (par quotient & partir des DL de sh et de ch)
n L2+ T 20+

= |arctan (r) = [ (—1)" 1 + o (x?+2) :x—g%—g—---—i-(—l)" ] + o (°"?)

k=0

. oy . 2
. 3 345 BgT 3549 y (2p7:zln/22ztwat.zon du -D-L dp 1/(1+422%))
® |arcsin (r) = x + 5 + 0 + 112 + 152 +o(z")| (DL de (1 —2%) """, puis primitivation)
m 3 32> 527 352°

+0(2'%) | (utilisation de Uidentité : arccos (z) =

bo |
|

=4 arccos(x)zQ—x———————

arcsin (x))
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‘EXEMPLES DE CAS PARTICULIERS FREQUENTS”

n zk 22 3 "
S e = [Z(—l)kg to(a)| =l—w+ =Tt (1) o)
k=0 . (GChangememf de variable x — —x dans le DL de ")
2 3
=2 1—|—x:1+§—%+f—6+0(9&3) (cas particulier du DL de (1 + )" avec « =1/2)

—_

EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES (“DL AU VOISINAGE DE +00”)

= en i Lo R N R Sy
ez — _— (0} _— = — e _— . e 0 PR
— k! ok xn r 222 623 nl xm zn

) B [Z(_1> (2k + 1)! 221

+ LI +(=1)" ! +
ol —— —_— IR _
x2nt2 r 6z3 12025 (2n + 1)! 27+l

1 - o1 1 1 11 1 ni1 1 1
= ] 1+—-) = —1 — - - - L ... —1 _ -
n( +$> L:1( ) kak +0(x”> x 2:v2+3:v3 +(=1) nx”+0 "
- -
(v — 1)
1\ < io 1 a ala—1) ala—1)(a—2)
( +x> * Klak +O($") T 222 623 *
k=1 ala—1)---(a—n+1) 1
+ , +o—
L i ntz™ il

1 1 1 1 1 1
h{=) ~ = S ) 1 oo
) (”) too N th (n) +oo o8 (n) ! +oo  2n2
) 1 1 1 1 1 1
smi — ) ~ — arctan [ — | ~ — chl—] -1~ —
n) +oomn n) 4o n n 400 2n2

In(l+—) ~ — arcsin [ — | ~ — WJ14+= ~ 14—
nj) +con n) +oon N +oo 2n

1
1. Formules obtenues & I’aide du changement de variable x — —.
x
2. Extrémement utiles dans les problémes faisant intervenir les suites et les séries. C’est ce qui justifie 'écriture de ces
équivalents avec 1/n (n tendant vers +00) plutdt qu’avec un = tendant vers 0. Mais évidemment, toutes ces formules peuvent
étre adaptées a la seconde situation, c’est-a-dire par exemple : e — 1 7 & ou encore sinx T etc. ..




