Lycée Jean Bart — MPSI — 18 mars 2023

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N’9 — 18 MARS 2023 I

EXERCICE 1 — | (MATRICES DEFINIES PAR BLOCS)

PARTIE A - Matrices de rotation
Pour tout réel 6, on définit la matrice R (6) € My (R) en posant : R(0) = ( (sj?;((z)) _Czlsl(lg) )
On a déja établi en TD cette année que :  V (6,¢0) € R?, R(0)R(p) = R(0+ )
1/ Etablir que : V0 € R, R(#) € GLy(R) et (R())' = R(—0)

Soit 6 un réel. D’aprés Uindication de I'énoncé : R (6) R (—0) = R(0) =I5, d’ou la conclusion.
2/ Etablir que : VO € R, Vn e Z, (R(0))" = R (nb)

Soit € € R. Par une récurrence aisée sur n on établit que :

Vne N, (R(O)" =R (nb)

Soit & présent n entier négatif. Puisque la matrice R () est inversible d’aprés la question 1, on écrit
judicieusement :

Comme (—n) € N, on en déduit que :
(R(9)" = (R((—n) x (=0))) = R (n0)
Conclusion. V0 € R, Vn € Z, (R(#))" = R(nb)

3/ Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2, et soit N un entier naturel. Montrer que :

[(R (5))" = 12} s [N = 0[2m]]

m

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2, et soit N un entier naturel. On a, d’aprés la question

précédente :
(r() == ()
Par suite :
(] )] o () )
{an = [QW]} — M — 0 [2]} — [N =0 2m]

Conclusion. [(R (W))N — 12] — [N = 0[2m]]
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PARTIE B - Matrices par blocs

Dans cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. Dans My, (R), on considére 'ensemble E des
matrices s’écrivant :

A | e
B

avec A et B dans M, (R)

Ot ()
Formellement, une matrice M = (m;;) de E est une matrice dans My, (R) dont les coefficients sont tels que :
[i>netj<n]=my;=0
v (5) €l1,2n T,

i<netj>n]=m;=0
4/ Soient U et V deux matrices de E, notées :

A OMn (R) C OMn (R)

U= et V =

B O, ()

avec A, B, C' et D dans M,, (R)

O, (R) D

Etablir que UV € E.

Soient U et V' comme dans I'énoncé. Notons P = UV € My, (R).
» Soit (i,7) €[ 1,2n]% tel que i <n et j>n. Ona:

2n
Pij = E Uik Vk; = E Uik Uk’] + E uzk Vkj = 0
k=1

k=n-+1 70

» Soit (i,j)e[[l,Qn]]z, tel que j <nmeti>n.Ona:

2n

bij = E Uik Vkj = E uzk: Uk + E Uk vkj -
k=1

=1 k=n-+1
[i>netj<n]:>pij:0
» En résumé, on a établi que : V (i,7) € [ 1,2n ]7,

[ignetj>n]:>pij:0
Ce qui signifie que P appartient a E.

Conclusion. E est stable par produit.

AC OMn(R)

Dans la suite de ’exercice, on pourra admettre que : UV =
BD

O, (R)
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5/ Un cas particulier. On considére la matrice W € My (R) ci-dessous :

a/

b/

0
0

V2
V2

Soo
)
|

N | —

1 —V3
V3 o1
0 0
0 0

&

Etablir que W est inversible, et préciser son inverse.

™

W = i (§> Onin &)

™

O | £ (7)

D’aprés 'indication précédente, et la question 1, on peut affirmer que la matrice W est inversible et
que :

D’aprés ’énoncé :

™

w1 = R <_§> Ot ()

™
o | R(-F)

Soit ¢ un entier naturel. Montrer que : (Wi =1,] <= [¢ =0 [24]]

Soit ¢ € N. D’aprés l'indication de I’énoncé sur le produit UV, et la question 2, on a :

T
We = R (%) Ontn ()

T
o | R (%)

Par suite :

W) e [1(5) tn (%) -1

Or, selon la question 3 :

[R (qg) :12] —lg=01[6] et [R (‘{T”) - 12] e [g=0[8]

On en déduit que : [W? =1,] <= [6|q et 8|q] <= [(6 V 8)|q] < [24]¢]

Conclusion. (W9 =1] <= [¢ =0 [24]]
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EXERCICE 2 — | (AUTOUR DE LA FONCTION ARCSINUS)

PARTIE A - Non-dérivabilité a gauche de 1 de la fonction arcsinus

1/

2/

3/

7T
Etablir le développement limité a ’ordre 2 en 5 de la fonction sinus.

m 7r
On effectue un retour a ’origine en posant : X =z — 5 (dott:x =X+ 5)

On a : sin(z) = sin (X + g) = cos(X).

2

Or, selon le formulaire : cos(X) =1 — - + o(X?).

2
T =5 2
Conclusion. Au voisinage de g, ona:sin(z)=1-— % + oz ((m - E) )

Etablir que :

. ™ ™
arcsin(z) — = u— =
m ——2 - fm 2
21— x—1 u—(r/2)~ sin(u) — 1
Soit z un réel de [0, 1[. Posons : u = arcsin(z).
On a : sin(u) = sin (arcsin(z)) = @ puisque sinoarcsin = id; — 1, 1].
. . =
En outre : lim arcsin(z) = — .
rz—1— 2
. ™ T
arcsin(z) — — u— =
Conclusion. D’aprés ce qui précéde : lim —— = = lim —2
z—1- r—1 u—(r/2)~ sin(u) — 1
A Taide des deux questions précédentes, conclure.
D’aprés la question 1 :
T T
u— = u— =
llm ——&— 2 _ lim 5 2 =
u=(r/2)~ sin(u) — 1  u—s(r/2)- (u _ %) N 2
O (9
Dot :
T
u —_—
1
lim —2 = lim
u=(r/2)= sin(u) — 1  u—s(n/2)- (u — %) N (( w))
— Oon u— —
2 2 2
Or :
1 2
T ~3 m
(u—3%) w f o
— o ((e-3) 2
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On en déduit que :

T
lim ——=— = lim = 400
u—s(r/2)~ sin(u) =1 us(z/2)- T _
T
arcsin(x) — =
D’aprés ce résultat et la question 2, on a : lim 2 400

z—1— r—1

Conclusion. La fonction arcsinus n’est pas dérivable (& gauche) en 1.

PARTIE B - Un premier développement limité

Soit f la fonction définie sur [ = | — 1,1 en posant :

Vee I, f(x)=(14x)"  ou « désigne un réel non nul.

Le but de cette partie est de déterminer le développement limité & 'ordre n (n étant un entier arbitraire)
en 0 de la fonction f.

4/

5/

6/

Justifier brievement que f admet un développement limité a tout ordre n en 0; puis rappeler (sans
justifications supplémentaires) le développement limité a 'ordre 3 en 0 de f.

Selon les théorémes généraux, la fonction f est de classe € au voisinage de 0 : elle admet donc un DL
a tout ordre en 0.

Par ailleurs, selon le cours, au voisinage de 0 :

(a—l)x2+a(a—1)(a—2)x3

(0%
flz)=1+ax+ 51 3l

Justifier briévement que pour tout réel x € I, on a : (14 2) f'(z) = af(z).

Pour tout réel z € I, ona: f'(z) =a(l4+2)* . Don: Ve I, (1+z)f(z) =af(z)

En déduire a l'aide de la formule de Leibniz que pour tout entier naturel k£ on a :
FED(0) = (a = k) f0(0)

Soit k un entier naturel. Selon les théorémes généraux, les fonctions z + (1 + ) et f’ sont de classe €*
sur I, et on peut donc utiliser la formule de Leibniz pour calculer la dérivée k-éme de xz +— (1 + x) f'(z).

Selon la question précédente, on a donc pour tout réel x dans [ :

(1+2) f’(k)(x) + (k

D)) = afla) = (140) FE00) + £ (0) = af ()

= (14+2) f6(2) = (a = F) O (@)

L’évaluation en x = 0 de cette relation permet de conclure.

Conclusion. Vk € N, f¢+D(0) = (a — k) f*)(0)
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k1
7/ Montrer que : Vke N, f®0)= || (a—j)
=0
k-1
Posons pour tout entier naturel non nul k 'assertion P(k) : “ £ (0) = H (v —j)”
=0

s

Pour k =1,ona: f'(0) =aet || (& —j) = a. Donc P(1) est vraie.

j=0
Passons a I'hérédité. On suppose P(k) vraie pour un certain entier naturel non nul k. Alors, d’aprés la

question précédente et I’hypothése de récurrence on a :

k—1

FEDO) = (a—k) [T@—4) don: fED©0) =[] (a1

Jj=0

<.
Il
o

Ce qui signifie que P(k + 1) est vraie, et établit ’hérédité de la propriété.

k
Conclusion. Vk € N*, f®(0) = [ | (a — j)

|
—

<
Il
=)

PARTIE C - DL en 0 & tout ordre de x — 1/4/1 + z, et de la fonction arcsinus

8/ A l'aide de la partie précédente, montrer que :

Vrel, Yne N, —— 1+n (=1 k1(1+2) Mo
x ) n ) = ] T o\x
V1t 128 x (k) ¢
o, , 1 —1/2
Posons a présent pour tout réel x dans [ : g(z) = T = (1+xz)
x
D’apreés la formule de Taylor-Young, on a :
n (k,) 0
Ve I, VYne N, ga) =1+ gk'()xk—i—o(x") (&)

k=1

k-1
1
Par ailleurs, d’aprés la question 7 on a : Vk € N*, ¢®(0) = (—— — z)

o T () M (57)) - S @

Conclusion. D’aprés (M) et (&) :

Vexe I, Vne N¥,
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9/

10/

11/

k-1

. . . L (2R)!
Etablir que : Vke N y g(1+2’l>—2kx—(k')
k-1 (2h)!
Notons pour tout entier naturel k 'assertion P(k) : “] | (1 +2i) = m—=".
pales 2k x (k)

L’initialisation est immeédiate.

Supposons que P(k) est vraie pour un entier naturel non nul k. Alors :

k k—1
[T +20) = +2k) [T (1 +2i)
D’ou, par hyg)othése de récurrence 7
. L@k X [2R)] 2k+2)2k+ 1) x [(2k)Y] (2K +2)!
102 = e ™ = o b))

i=0
Ce qui signifie que la propriété P(k + 1) est vraie, et établit 'hérédité de la propriété.

k—1

. ) L (2K
Conclusion. Vk € N*, il_! (1+20) = 2k % (k!)
En déduire que :
Vee I, Vne N, =1+ [< 213 < >] =+ o)
I+ k=1 2 K

Soient x € [ et n € N*. D’aprés les questions 8 et 9 on a :

LD e ) e e ew |,
\/H—x_l—i_;[%x(k!)%x(k!)]m+O(m)_1+; = < | © e

=(%)

1 = [(—=1)F (2k
Conclusion. Vx € I, Vn € N, = 1—1—2 {( ) ( )} 2"+ o (2™
k=1

N 22 \ k
Dans cette question, n désigne encore un entier naturel non nul. Déterminer le développement limité a
Iordre 2n + 2 en 0 de la fonction arcsinus.
D’aprés ce qui précéde :*

1 "1 /2
Vee I, Vne N, 1 {ﬁ(k)] z* + o (2™

+

Par conséquent : |

\/1—:17:
1 1 /2
V$€ ], \V/TLG N*,ﬁ:1+ |: (k):| $2k+0<$2n)

22k \ k

*. Et en observant que v € [ = (—z) € [

. En observant que v € [ => 22 € [
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-1/

Puisque la fonction z — (1 — 2?) ? est paire, on peut affirmer que :

* 1 - 1 2k 2k 2n+1

Enfin, puisque la fonction arcsinus est 'unique primitive de z — (1 — x2)_1/2 s’annulant en 0, on en
déduit que :
Vrze I, Vn e N* arcsin(z) =x + z": L (e 4o (2712)
’ 7 p 228 (2k+ 1)\ k '
EXErciCE BLANC — ARITHMETIQUE‘

Notations. On rappelle que pour tout m entier relatif, mZ désigne I’ensemble des multiples de m.

Par ailleurs, on note & I'’ensemble des nombres premiers. On admettra dans cet exercice que 41 € £,

1/

2/

3/

Sans calculer leur PGCD, justifier que les entiers 18 et 41 sont premiers entre eux.
41 est premier, et 41 ne divise pas 18. D’aprés le cours : 18 et 41 sont premiers entre eux.
Résoudre dans Z? I’équation : (Ey) 18z + 41y = 3.

On peut commencer par déterminer un couple (u,v) de coefficients de Bezout pour les entiers 18 et 41,
pour en déduire une solution particuliére de (E).

L’algorithme d’Fuclide donne :
41 =18 x2+5
18=5x3+3

5=3x1+2

3=2x1+1

On en déduit que 18 A 41 = 1.

En “remontant 'algorithme”, on obtient successivement : 1 =2x3—-5=2x18—-7x5=16x18—-7x41
Ainsi : 18 x 16 —41 x 7= 1.

On en déduit que le couple (48, —21) est solution de (E).

Des calculs de routine permettent de conclure.

Conclusion. L’ensemble des solutions de (E) est {(48 — 41k, —21 + 18k) / k € Z}

Soit n € Z, tel que n ¢ 41Z. A l'aide du petit théoréme de Fermat, établir que : 41|n1° — 1

Soit n € Z, tel que n ¢ 417Z. Puisque 41 est un nombre premier, le petit théoréme de Fermat donne :
ntt =n[41] dou: 41|n* —n  soit encore : 41|n (" — 1)
Or 41 An =1 (puisque 41 € Z et n ¢ 417). On en déduit grace au théoréme de Gauss que :

41|n%0 — 1
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4/

5/

Conclusion. Vn € Z\41Z, 41|n* —1

Etablir qu’il n’existe pas de triplet d’entiers (z,y, ) tel que : 21 + ¢4 4 210 = 123 x 19202 4 8,
Supposons qu’il existe un triplet d’entiers (x,y, z) tel que : 2% + 0 + 210 = 123 x 192923 4§,
Alors on aurait : 219 + ¢10 + 210 = 123 x 19?923 + 8 [41] soit : 210 + y10 + 210 = 123 x 19292 4+ 8 [41].

Or d’aprés la question précédente, on a ' = 1 modulo 41 (si 41 ne divise pas z) ou z*° = 0 modulo 41
(si 41 divise x)

On en déduit que z%° + y* + 240 peut étre congru a 0, 1, 2 ou 3 modulo 41 ; mais pas a 8.
La congruence z%° + ¢ + 240 = 8 [41] n’est donc vérifiée pour aucun triplet d’entiers (z,y, 2).

Conclusion. Il n’existe pas de triplet d’entiers (z,y, 2) tel que : 2% 4 y0 + 240 = 123 x 19202 + 8,

Un cas particulier du théoréme de Dirichlet. La fin de cet exercice consiste a établir qu’il existe
une infinité de nombre premiers congrus a 1 modulo 4 (comme 41).

Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe seulement un nombre fini py, po,..., P de nombres
premiers congrus a 1 modulo 4.

On pose : N:1+4><<Hpi) soit 1 N =144 (p; x -+ % pn)”.

k=1
Soit p un diviseur premier de N.
a/ Justifier que p > 3.

p est premier impair, puisque 2 ne divise clairement pas N. Conclusion. p > 3
m
b/ On note : © =2 Hpk. Calculer 2% + 1 modulo p.
k=1

On a: 22 +1 = N. Puisque p est un diviseur de N, on a : N = 0[p|. Conclusion. z*> + 1 =0 [p]
c/ Etablir que p ne divise pas z. En déduire que : zP~! =1 [p].

Supposons que p divise z. Alors p divise 22, et N. Donc p divise N — 22, soit p divise 1 : absurde!
Donc p ne divise pas .

Par un raisonnement analogue a celui de la question 3, on en déduit que : 27~' =1 [p].
Conclusion. 777! =1 [p]

—-1 _
est un entier naturel, et établir que : (—1)% =1 [p].

d/ Justifier que b

—1
P est

L’entier p étant premier et distinct de 2, il est impair. Ainsi p — 1 est pair, et le rationnel

donc un entier.
De plus : 27 = (22)? 2. Or 2% = —1 [p] d’apres la question b.

Conclusion. (—1)P~1V/2 =1 [p]
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e/ En déduire que: p=1 [4]. En exhibant une contradiction, conclure.

Puisque (—1)®~9/2 =1 [p] d’aprés la question précédente, et que 1 et —1 ne sont pas égaux modulo
p (puisque p > 3), on peut affirmer que ;%1 est pair. Il existe donc un entier k tel que ’%1 = 2k. On
en déduit que p =4k + 1. Ainsi p =1 [4].

L’entier p étant un nombre premier congru a 1 modulo 4, c’est I'un des p;.

m
Par suite : p| Hpk. Donc p|x. Ce qui contredit le fait que p ne divise pas x (question c¢).
k=1

Conclusion. Il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 4

EXErciICE ORANGE — GROUPES ET ARITHMETIQUE

PARTIE A - Sous-groupe engendré par un élément dans un groupe
Soient (G, *) un groupe d’élément neutre e, et g un élément de G.

On note g2 = g* g, g = g* g * g. Plus généralement, pour tout entier naturel n, on note g" = g* g*---*g

avec n g

Cette notation peut étre étendue aux entiers relatifs ; si n est un entier négatif, on pose : ¢" = (¢~1)" pour
se ramener a la définition précédente.

Enfin, on convient que ¢° = e, et que g' = g.
1/ On note : (g) = {¢", k € Z}. Montrer que ({g),*) est un sous-groupe de (G, *).

Par définition, (g) est une partie de G (SG1), contenant 1’élément neutre de G (puisque e = ¢°, SG2),
stable pour la loi * (SG3) et par passage a I'inverse (SG4).

Conclusion. ({g),*) est un sous-groupe de (G, *).

2/ On suppose dans cette question que g est d’ordre fini, cad qu'il existe un entier naturel N non nul tel
que gV = e (et cet entier N est appelé 'ordre de g).

a/ Démontrer que : (9) ={¢", ke[O,N-1]}
» On peut déja observer que : {g’“, Ee[O,N—1 ]]} C (g) (puisque [ 0, N — 1 ]C Z, waouh!).
» Réciproquement, soit v un élément de (g). Il existe un entier relatif & tel que v = g*.
Selon le théoréme de la division euclidienne, il existe un unique couple (g, 7) tel que :

k=Nqg+r e re[0,N-1]

Par suite :

Ng+r :qu*gr: (gN)q*gr:e*gr:gr

7T=49
En résumé : v =g" avecr €[0,N —1]. Dou: vy € {¢* ke[0,N —-1]}.
Ce qui prouve l'inclusion : {gk, ke[O,N—1 ﬂ} D (g).

Conclusion. D’aprés la régle de double inclusion : {¢*, k € [0,N — 1]} = (g)
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11

b/ Démontrer avec soin que : Card ((g)) = N
D’aprés la question précédente : Card ((g)) = Card ({¢*, k €[0,N —1]}).
Ce qui assure que : Card ((g)) < N.

Pour établir 1’égalité, il s’agit de prouver que les éléments de {gk, ke[O,N—1 ﬂ} sont 2 a 2
distincts.

A cette fin, on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe deux entiers distincts k; et ko dans
[0, N —1] tels que : g¥* = gk2.

SNALG, on peut supposer k; > ko, et on en déduit que :
g —eavec 0 < ky —ky < N

On a ainsi prouvé l'existence d’un entier naturel m non nul (m = k; — kz) tel que ¢" = e, et tel que
m est strictement plus petit que Pordre de g (égal & V) : contradiction.

On en déduit que les éléments de {gk, ke[O,N—1 ]]} sont 2 a 2 distincts.
Conclusion. Card ({g)) = N

PARTIE B - Ordre d’un élément dans un groupe fini

Tout au long de cette partie, (G, *) désigne un groupe d’élément neutre e. On suppose en outre que G est
fini, de cardinal n € N*,

Soit (H,*) un sous-groupe de G. Pour tout élément g de G, on note : gH = {g*h /h € H}.

3/

4/

Etablir que pour tout élément g de G, on a : Card (¢H) = Card (H).

Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Observons que H est de cardinal fini, en tant que partie d'un
ensemble fini.

Soit g un élément arbitraire de G.
Les applications ¢ : H——=gH et v:gH —— H  sont clairement réciproques 'une de 'autre.

h——=gxh T———sg ¥
En particulier ¢ et ¢ sont bijectives; H et gH sont donc équipotents. D’ou : Card(H) = Card(gH).
Conclusion. Pour tout élément g de G on a : Card(H) = Card(gH)

Soient g et ¢’ deux éléments de G. Montrer que les ensembles gH et ¢’ H sont soit égaux, soit disjoints.

Soient g et ¢’ deux éléments de G. Supposons que gH et ¢’H ne sont pas disjoints. Alors il existe deux
éléments h et k dans H tels que : g x h = ¢’ * k. En particulier : ¢ ' x ¢’ = hx k™' € H.}

Soit alors v un élément quelconque de ¢'H. Il existe un élément hg de H tel que : v = ¢’ * hg. On écrit
alors judicieusement : v = g * ¢g~' % ¢’ * ho. On en déduit que : v = g * h * k' * ho. Par suite : v € gH.
€H

On a ainsi établi que : ¢H C gH.

1. En effet, k est un élément de H. Puisque H est un sous-groupe, k~! est un élément de H. Par ailleurs, h est un autre

élément de H. En utilisant une nouvelle fois le fait que H est un sous-groupe, on en déduit que : h* k= € H.
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5/

6/

En réécrivant le méme raisonnement en permutant g et ¢’, ou en observant que g et ¢ jouent des
roles symétriques dans le raisonnement précédent, on obtient autre inclusion : gH C ¢’ H. Finalement,
lorsque gH et ¢’ H ne sont pas disjoints, ils sont égaux.

Conclusion. Pour tout couple (g, ¢') d’éléments de G, on a [¢H = ¢'H] ou [ghNg'H = ()]
En déduire que le cardinal de H divise celui de G.
Le groupe G est fini par hypothése. On peut donc noter : G = {gi1,...,g,} (avec n = Card(G)). On a

alors :

n n
G = U {g:} et donc G = U giH. La premiére égalité provient de I'observation puissante selon laquelle
i=1 i=1
un ensemble fini est la réunion des singletons qui le composent ; la seconde découle de la premiére et du
fait que pour tout entier i on a : {¢;} C ¢;H C G.

D’aprés la question précédente, il peut exister parmi les g;H des ensembles égaux. Notons alors k

le nombre de parties disjointes parmi ces g;H. Quitte a renuméroter les g;, on peut supposer qu’il
k

s’agit des k premiéres parties, et on alors : G = UgiH. Cette union étant disjointe, on a donc :
i=1

k
Card(G) = Z Card (g;H). Or d’apreés la question 1, on a : Card(g;H) = Card(H) (pour tout g;).
i=1

On en déduit que : Card(G) = zk: Card (H) d’ou : Card(G) = kCard (H). Finalement, le cardinal de G
est multiple de celui de H. -

Conclusion. Si GG est un groupe fini, le cardinal de tout sous-groupe de G divise le cardinal de G.
Application. Montrer que si G est fini de cardinal n, alors : Vg€ G, g" =e.

Soit g un élément d’un groupe fini G de cardinal n. Alors (g) (le sous-groupe engendré par g) est un
sous-groupe de G. Notons N son cardinal. On a ¢V = e, et N divise n d’aprés la question précédente.
Il existe donc un entier d tel que n = dN. On en déduit que :

g" = gV = (gN)d:ed:e

Conclusion. Dans un groupe fini G de cardinal n, on a : g" = e pour tout élément g de G.

PARTIE C - Sous-groupes finis de U

7/

8/

Soit (G, x) un sous-groupe fini de (U, x). Montrer qu’il existe un entier n € N* tel que G = U,,.

Soit G un sous-groupe fini de U. Notons n son cardinal. D’aprés la question précédente : Vg € G, g" = 1.
On en déduit que : [g € G] = [g € U,].

Par suite : G C U,,. Puisqu’en outre G et U, sont de méme cardinal, on en déduit que G = U,,.
Conclusion. Si G est un sous-groupe de U de cardinal n, alors G = U,,.

Soient m et n dans N*. Montrer que : U, C U,] <= [m|n].
Soient n et m deux entiers naturels. Supposons que : U,, C U,. On a alors en particulier : e2#7/™ ¢ U,,.
. . n
Dot « (247/m)" = 1 — 2imbrim — 1 — ¢ 7 — mn.
m

Conclusion. [U,, C U,| <= [m|n]
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9/ Soient m et n dans N*. Montrer que : U,, NU,, = U,rn-

Soient m et n deux entiers naturels non nuls.
Soit g € U,,NU,,. D’apreés le théoréme de Bezout, il existe deux entiers u et v tels que : mu+nv = mAn.
On en déduit que : g"""" = gmutnv = gmignt — 141V =1, D’out : g € U,ynp. Ainsi: U, NU,, C Upnn.

Dans 'autre sens : il existe deux entiers k et p tels que n = k(m An) et m = p(m A n). Considérons
alors un élément g de Uppn. On a: g™ = 1. A fortiori : ¢" = (¢™")" = 1 et g™ = (¢ = 1. 1I
s’ensuit que g € U,, N U,,. D’ou : U5, C U,,, NT,,.

Conclusion. U,, "U,, = U, an



