MPSI — CoLLE 21 (27 AU 31

MARS 2023) : POLYNOMES

A T’attention des colleurs : merci de poser en début
de colle une question sur un DL “fondamental” (au
dos de ce programme), eg : “DL4(0) de cos ?”.
Chapitre 19 : Polyn6mes

1 — Généralités

2 — Degré, coefficient dominant

(3 Arithmétique dans KL

Aucune question spécifique a ce théme n’est attendue dans cette colle :
pas de calcul de PGCD, de PPCM, de coefficients de Bezout. On pourra

QUESTIONS DE COURS

» Lemme : pour tout o € K, le reste dans la division euclidienne du
polynéome P par le polynéme (X — @) est le polynome constant
P (a).
ET Conséquence : « est racine de P SSI (X — «) divise P.

» Exercice (polynémes interpolateurs de Lagrange 1). Soit
(z,y,2) € R3. Il existe un unique polynome P € Ry[X] tel que
P(-1) ==z, P(0)=yet P(1) = 2.

» Théoréme : soient P € K[X], a € K et m € N. Le scalaire «
est racine de P de multiplicité au moins m SSI P (o) = P’ (a) =

» Exercice Tchebychev 1 : degré du n-éme polynéme de Tcheby-
chev.

» Exercice Tchebychev 2 : T),(cos(f)) = cos(nd).

SUR LE PRINCIPE DU VOLONTARIAT

» Théoréme (nombre maximal de racines d’un polyndéme) :
si P € K,[X] admet (n + 1) racines distinctes, alors P = 0
ET Corollaire (principe du prolongement algébrique) :
soient P et @ dans K,[X]. S’il existe (n + 1) scalaires (cad des
éléments de K) (), ;. distincts tels que : Vi €[ 1, n + 1]
, P (o) = Q (o), alors P = Q.

en revanche demander de prouver que D divise P en utilisant le théo-
réme de la division euclidienne dans K[X], ou en utilisant les racines
(multiples ou pas).

4 — Fonctions polynomiales

a — Racines d’un polynome

b — Dérivation dans K[X]

¢ — Multiplicités / Dérivées successives

d — Polynomes irréductibles

» Exercice (polyndmes interpolateurs de Lagrange 2). Le po-

lynéme P = Zf@"Li est 'unique polynéme P € R,[X] tel que

i=0
n
X — o

J
i

P(ay) = By pour tout k € [ 0,n ], avec L; =
j=0#i
» Formule de Taylor dans K[X] (en «) : soit P € K[X] non nul,

deg(P)
Pk)
et soit o € K. Alors : P(X)= Z k'<a)

k=0

(X —a)f

» Exercice Tchebychev 3 : racines/décomposition en irréductibles
du n-éme polynome de Tchebychev.

» Théoréme : dans K[X], les polynomes de degré 1 sont irréduc-
tibles.

» Théoréme : dans C[X], les polynomes irréductibles sont les po-
lynoémes de degré 1.

» “Demi-Théoréme” (une seule implication) : dans R[X], si un
polynome est irréductible, alors il est de degré 1, ou de degré 2
sans racine réelle.



Polyn6émes 2
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