Lycée Jean Bart — MPSI — 7 avril 2023

COLLE 23 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS 1. — Propriétés : la composée de deux isomorphismes est un isomorphisme. Si
f est un isomorphisme entre E et F, alors f~! est un isomorphisme entre F et E.

PREUVE. Soient f et g deux isomorphismes, tels que g o f soit défini. Alors 'application go f est bijective
(car la composée de deux bijections en est une), et g o f est linéaire (vérication aisée). Ainsi g o f est un
isomorphisme, ce qui prouve la premiére assertion.

Passons & la seconde : considérons f un isomorphisme entre E et F. Puisque f est en particulier une
application bijective, sa réciproque f~1 € E¥ existe. Soient alors ﬁ et 7 deux vecteurs de F, et soient A et
PP J ) proq )

1 deux scalaires.

Puisque f est bijective (¢’est un isomorphisme), il existe un (unique) vecteur @ € E et un (unique) vecteur

o € E tels que : U= () et i =f(V)(cad: U = f! (ﬁ) et ¥ = f1 (7)) On a alors :
P +uV) = VO (@) + uf (0) = £ O + 5 0) = NT 7 = A (T) +pf (V)
En résumé : ¥ (ﬁ,?) € F2, YV (\pu) € K2, £ ()\7 +u7) —AfL (ﬁ) +ouf! (7) Ce qui signifie

que f~1 est linéaire. Puisqu’en outre f~! est bijective, c’est un isomorphisme entre F et E, ce qui prouve la
seconde assertion.

QUESTION DE COURS 2. — Exercice. Soient F' = {(7,y,2) € R} |z +y—2 =0} et G = Vect ((1,1,1)).
Montrer que R? = F & G.
1 0
PREUVE. On a: F = Vect 0], 1
1 1
X
Soit ¥ = | Y | € R3. On cherche 3 réels a, b et c tels que :
Z
X 1 0 1
Y |=al 0O | +0| 1 | +c| 1
Z 1 1 ( 1
L’égalité précédente est équivalente au systéme :
a+c=X a=27-Y
b+c=Y =< b=7Z-X
a+b+c=2 c=X+Y -7
On en déduit que :
X 1 0 1
Y |=Z-Y)| 0 |+Z-X)| 1 |+ X+Y-2)| 1
Z 1 1 1
eF eG

On a donc établi que :
VT eR, I(F,F)e FxG, T=F+7
Autrement dit : R = F + G ().
Par ailleurs, si ©/ appartient & F N G, alors il existe \ tel que ¥ = (A A A) (puisque o est dans G); et
A+ A= A= X=0 (puisque U appartient a F). On en déduit que T =7,

Par conséquent : FNG = {6)} ().

Conclusion. D’aprés (#), (), et la caractérisation des sev supplémentaires : R? = F & G.
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QUESTION DE COURS 3. — Exercice. Dans F = K3[X], on considére F' le sev des polynomes de E qui
s’annulent en 0, et G = Vect (X + 1). Montrer que : £ = F & G.

PREUVE. Soit P € K3[X]. Notons : P = aX?+ bX? + cX +d (avec a, b, c et d dans K).
Supposons qu’il existe deux polynoémes () dans F' et R dans G tels que P = @ + R. Alors :

Q=aX>+pX>+~9X e R=ANX+1)

Donc :
aX3+bX?+cX +d=aX? +BX2+ 7 X +ANX +1) <= aX3+bX%2 +cX +d=aX3+BX%2+ (v + AN X+ A

Par identification :

En résumé :

aX? +bX* +cX +d= (aX®+BX*+ (c— d)X) +d(X + 1)
~ ——
=P —QeF =Red

On a donc établi que :
VPe Ks3[X], 3(Q,R)e FxG, P=Q+R
Autrement dit : K3[X]=F + G (M).

Par ailleurs, si P appartient & F'N G, alors il existe A tel que P = A(X + 1) (puisque P est dans G); et
P(0) = A = 0 (puisque P appartient a F'). On en déduit que P = Og,[x].

Par conséquent : FNG = {OKS[X]} ().

Conclusion. D’apres (#), (&), et la caractérisation des sev supplémentaires : K3[X]| = F @ G.

QUESTION DE COURS 4. — Exercice. Dans E = My (R), on considére F' le sev des matrices de E dont
la somme des coefficients est nulle, et G = Vect (Iz). Montrer que : E = F & G.

PREUVE. Soit A = ( Z Z > € Mz (R).

On obtient (par analyse-synthése) :

<Z Z)Z((a_b_cc_dw (d—a—bb—c)/2>+w<(1) (1)>

eF eG

On a donc établi que :
VAe Ma(R), 3(M,N)e FxG, A=M+N
Autrement dit : Mg (R) = F+ G (M).

Par ailleurs, si A appartient & F' N G, alors il existe A tel que A = Ay (puisque A est dans G); et 2\ = 0
(puisque A appartient a F'). On en déduit que A = Oy, (w)-

Par conséquent : FNG = {OMQ(R)} ().

Conclusion. D’aprés (#), (&), et la caractérisation des sev supplémentaires : Ma (R) = FF & G.
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QUESTION DE COURS 5. — Exercice. Dans E = % ([0;1],R), on considére le sev F' des fonctions
constantes et G le sev des fonctions continues et d’intégrale nulle sur [0; 1]. Montrer que : E = F @ G.

PREUVE. Analyse : soit ¢ € E. Supposons qu’il existe deux fonctions f et g dans E telles que : ¢ = f+g.
1
Alors il existe un scalaire C tel que : ¢ = C'+g. Puisque de plus la fonction g appartient 4 G,ona : C = / .
0

1 1
1l s’ensuit que:cpZ/ <,0+<90—/ 90>-
\(l,_/ \_VO_/

=f =g

1 1
Synthése : soit p € E. On pose : f = / petg=y —/ ©. Les fonctions f et g appartiennent clairement
0 0
a F et G respectivement, et on a : p = f +g.
On en déduit déja que : E=F + G (M).

Par ailleurs, si h est une fonction appartenant & F'NG, alors h est une fonction constante et d’intégrale nulle
sur [0, 1] : h est donc identiquement nulle sur [0, 1].

Ce qui prouve que : FNG = {0g} ().

Conclusion. D’aprés (#), (), et la caractérisation des sev supplémentaires : ¢ ([0;1],R) = F P G.

QUESTION DE COURS 6. — Propriété. p projecteur de E = Im(p) = ker(idg — p)

PREUVE. Soit p un projecteur de E.

Soit ¥ € E. Supposons que U € Im(p).

Alors : 3% € E, ¥ = p(W). D'ou : p(¥) = p*(W) et puisque p est un projecteur : p(¥) = p(w). 1l
sensuit que : p (V) = U, cad que : ¥ € ker (idg — p). Ce qui prouve que : Im(p) C ker (idg — p).
Etablissons l'inclusion réciproque : soit ¥ € ker (idg — p).

Alors : (idg —p) (V) = ﬁ, dou : idp(?) — p(¥) = ﬁ, donc : ¥ = p(¥). En particulier : ¥ € Im(p). Ce
qui prouve que : ker (idg — p) C Im(p).

Conclusion. ker (idg — p) = Im(p)

QUESTION DE COURS 7. — Propriété. p projecteur de E <= E = ker(p) @ ker(idg — p)

PREUVE. » (preuve de =). Supposons que p est un projecteur de E.

Soit ¥ un élément de E.

On écrit judicieusement * : ¥ = (U —p (7)) +p(7) ().

Notons alors que : p (T — p(¥)) = p(T) = pX(T) = p(T) = p(T) = 0. Do : T —p(T) € ker(p) (V).
Par ailleurs : p(p (7)) = p(7) (puisque p est un projecteur). Il revient au méme d’écrire : p(p (7)) =
idg (p (7)), dou: (p—idg) (p(¥)) = 0. Par suite : p(V) € ker (idg — p) ().

On déduit de (M), (V) et (&) que : E = ker(p) + ker (idg —p) ().

En outre, supposons que @ € ker(p) Nker (idg — p), alors p (W) = 0 (puisque @ € ker(p)) et p(W) = &
(puisque @ € ker (idg — p)). D'ou W = 0. 1l s'ensuit que : ker(p) Nker (idg — p) = {6)} ().

it

D’apres ($), (b) et la caractérisation des sev supplémentaires, on peut conclure : E = ker(p) @ ker(idg — p).
Ce qui prouve =

*. On peut le justifier par analyse-synthése, mais on ne demande pas de le faire ici.
t. La premiére égalité provenant de la linéarité de p, et la seconde de I’hypothése selon laquelle p est un projecteur.
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» (preuve de <=). Supposons que E = ker(p) @ ker(idg — p), et montrons que p est un projecteur.
Soit ¥ un élément de E. Par hypothese, il existe ? € ker(p) et ¢ € ker(idg — p) uniques tels que :
o = ?4—7 On a alors : p () :p(7> +p(q),puis:p(V)=T7.

1l s’ensuit que : p2(V) =p(d)=9¢,cad: p* (V) = 7.
Par conséquent : VU € E, p? (7) =p (7) Donc : p? = p, ce qui signifie que p est un projecteur, et achéve
la preuve I'implication <.

Conclusion. Finalement : p projecteur de E <= E = ker(p) @ ker(idg — p)

QUESTION DE COURS 8. — Théoréme. Soient E un K-ev, et p € Z(F). Si p est un projecteur de E,
alors p est la projection sur Im(p) parallelement & ker(p)

PREUVE. Soit p un projecteur de E. D’aprés le cours, on a : E = ker(p) @ ker(idg — p), et d’apres le
cours : ker(idg — p) = Im(p).

Soit ¥ € E. Alors il existe 7 € ker(p) et ¢ € ker(idg — p) = Im(p) uniques tels que : ¥ = 7 +7 (W)
On a alors : p(V) =p (7) +p(q), puis: p(V)=T7.

Par ailleurs, notons 7 la projection sur ker(idg — p) = Im(p) parallelement & ker(p) (cette projection est
bien définie puisque ker(p) et ker(idg — p) sont supplémentaires dans E). Par définition (de projection), on
a alors d’apres (M) : 7(V) =¢

1l s'ensuit que : VU € E, p(V) =« (), ce qui prouve que p = 7. Ainsi le projecteur p est la projection
sur Im(p) parallelement & ker(p), ce qu’il fallait démontrer.



