MPSI — COLLE 23 (11 AU 14 AVRIL 2023) : ESPACES VECTORIELS ET APPLI. LINEAIRES

Chapitre 20 : Espaces vectoriels et applications li-
neaires

1 — Espaces vectoriels

2 — Sous-espaces vectoriels

3 — Combinaisons linéaires (finies), familles génératrices

4 — Applications linéaires

5 — Noyau et image d’une application linéaire

6 — Isomorphismes et automorphismes

Définition : soient F et F' deux K-ev. Un isomorphisme entre F et F
(resp. automorphisme de E)est une application linéaire f : E — F
bijective (resp. un endomorphisme de E bijectif). Les ev E et F sont
isomorphes s’il existe un isomorphisme entre E et F.

Exemples : Uapplication qui a tout polynome P de Ry[X] associe le
triplet de ses coefficients est un isomorphisme de Ry[X] dans R3 (les
ev Ry[X] et R? sont donc isomorphes). L’application qui & toute ma-
trice carrée de M, (K) associe sa transposée induit un automorphisme
de M, (K).

Notation : GL (E) est 'ensemble des automorphismes de E.

Propriétés : la composée de deux iso(auto)morphismes est un iso(au-
to)morphisme. Si f est un isomorphisme entre E et F, alors f~! est
un isomorphisme entre F et E. Si f € L (E,F) et g € £ (F,G) sont
deux isomorphismes, alors g o f est un isomorphisme de E dans G, et

-1 _ _
(go f) =fTlogh

Corollaire : (GL (E), o) est un groupe, appelé groupe linéaire de E.
7 — Sommes, sommes directes et sev supplémentaires

a — Sommes de sev

Définition : soient F et G deux sev d’un méme K-ev E. La somme
de F et G, notée '+ G est 'ensemble :

F+G:{7e E/H(?,?) €F %G, 7:7+?}

Propriété : avec les notations précédentes, F' + G est un sev de F.
Propriété : soient U1,..., Un, Wi,..., E?p (n+p) vecteurs
de E. On a : Vect(Ui,...,7,) + Vect(Wy,..., 0, =
Vect (71, e U, W, E?p).

b — Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition : deux sev F et G d'un méme K-ev E sont dits supplémen-
taires (dans F) lorsque tout vecteur de E s’écrit de maniére unique
(a Pordre prés) comme somme d’un vecteur de F' et d’'un vecteur de G,

c’est-a-dire :

vi el 3(f.d)erxc T=7+7.
Dans ce cas, on note : £ = F@G, et on dit que E est la somme
directe de F' et de G.
Propriété (caractérisation des sev supplémentaires) : deux sev
F et G de FE sont supplémentaires SSI F NG = {6)} et B =F+(@.

¢ — Projections et symétries

Définition : soit F un K-ev E; F et G deux sev supplémentaires
de E (cad tels que E = FAG). Ainsi :V 7 € E, 3 (??) €

FxG, o= 7 + ? Avec ces hypothéses et notations, la :

» projection sur F' parallélement a G est 'application pp de E
dans E définie en posant pg (7) = f:

» symétrie par rapport a F' parallélement 4 G est 'application
sp de E dans E définie en posant sp (7)) = ? -7

Propriétés (des projections et symétries) : avec les hypothéses et
notations de la définition précédente :

1) pr est un endomorphisme de E, et p% = pp. En outre : ker (pr) = G
et Im (pr) = F.

2) sp est un endomorphisme de F, et s% = idg (s est une involution).
En particulier, sp est un automorphisme de E (sp € GL (F)).
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8 — Projecteurs

Définition : soit £ un K-ev. Un projecteur de E est un endomor-
phisme p de E tel que p? = p.

Par exemple, une projection (au sens défini plus haut) est un cas par-

ticulier de projecteur. L’objet de ce paragraphe est de prouver qu’il n’y
a pas d’autre situation, cad que tout projecteur est une projection.

Propriétés (des projecteurs). Soit p € Z(E). Si p est un projecteur,
alors :

1) idg — p est un projecteur

2) Im(p) = ker(idg — p)

3) ker(p) = Im(idg — p)

Propriété (caractérisation des projecteurs). Soit p € Z(F).
LASSE :

1) p est un projecteur

2) idg — p est un projecteur

3) E = ker(p) @ ker(idg — p)

Théoréme. Soient E un K-ev, et p € Z(FE). Si p est un projecteur de
E, alors p est la projection sur Im(p) parallélement a ker(p).

NB1. La notion de famille libre (donc celle de base, donc celle
de dimension) n’a pas encore été vue en cours. Ce sera 1’ob-
jet du second chapitre d’algébre linéaire, dans un futur assez
proche.

NB2. D’aprés le déroulement de la colle 22, il semble que les
questions-incontournables relatives au chapitre 20 ne soient
pas encore toutes pleinement maitrisées... Les exos de la colle
de cette semaine portant sur le chapitre 20 vous permettront
donc de vous entrainer de nouveau sur les “inratables” : savoir
prouver que F' est un sev de F, déterminer une famille géné-
ratrice, montrer qu’une application f est linéaire, que f est un
endo-iso-auto-morphisme, déterminer le noyau et I’image de
f, montrer que deux sev sont supplémentaires, montrer qu’un
endo est un projecteur, déterminer un projeté.

QUESTIONS DE COURS

» Propriétés : la composée de deux isomorphismes est un isomor-
phisme. Si f est un isomorphisme entre £ et F, alors f~! est un
isomorphisme entre F' et F.

» Exercice. Soient F' = {(z,y,2) € R¥|z +y — 2z =
G = Vect ((1,1,1)). Montrer que R* = F' & G.

0} et

» Exercice. Dans F = K3[X], on considére F' le sev des polynomes
de F qui s’annulent en 0, et G = Vect (X + 1). Montrer que :
E=Fa&d.

» Exercice. Dans E = M; (R), on considére F' le sev des matrices
de E dont la somme des coefficients est nulle, et G = Vect ().
Montrer que : E = F ¢ G.

» Exercice. Dans £ = % ([0; 1], R), on considére le sev F' des fonc-
tions constantes et G le sev des fonctions continues et d’intégrale
nulle sur [0; 1]. Montrer que : E = F @ G.

Les questions de cours ci-dessous sont sur le principe du
volontariat
» Propriété. p projecteur de £ = Im(p) = ker(idg — p)
» Propriété. p projecteur de F <= E = ker(p) @ ker(idg — p)

» Théoréme. Soient F un K-ev, et p € Z(F). Si p est un pro-
jecteur de E| alors p est la projection sur Im(p) parallélement a

ker(p)



