Lycée Jean Bart — MPSI

PROBLEME DE LA SEMAINE 10 - CORRIGE

EXERCICE 1 — (APPLICATIONS DIRECTES DU COURS).‘

1) Déterminer le développement limité a I'ordre 3 en 0 de f: x — (1 — 2?)e?.
2) Déterminer le développement limité a Uordre 4 en 0 de g : © —— In (cos(x)).

3) On considére la fonction h : z € R — sin (2z) — 2sin (z).

a) Montrer que : h(z) ~ az", ol «a est un réel et n un entier & déterminer.

b) Déduire de la question précédente les limites suivantes, en justifiant briévement les résultats :
sin (2x) — 2sin (x)

sin (2x) — 2sin (x) sin (2x) — 2sin (x)

ly = lim 5 ; l3= lim 3 ; ly= lim 1
zz>00 T Iz>00 T mz>00 T
CORRIGE.
. . 2 2 41’3 3
1) En premier lieu: Vz € R, e** =14 2z + 2z —i—T—Fo(x)
X 2\ 2 , | 4a? 2 5 T 3
Dou:Vze R, (1—z%)e**=1+42x+2x +?—x — 2z +§+0(1’)

23
Par suite : |V z € R, (1—x2)e2x:1+21+x2—%+0(a€3)

2 4
2) En premier lieu : Vz € R, cos(z) =1 — % + ;—4 + 0 (%)
2 4
Par suite : Vo € | —7/2;7/2[, In(cos(z)) = In (1 ) + % +0(x4)>
X2 2 gt
On utilise alors le DL usuel : In(1 — X) = —X — > + O(XQ) en posant : X = DR (on a bien
lim X = 0). On obtient alors :
z—0
2 ot 1 /22 24\’ 2 2\’
Vee | —n/2;7/2], In(cos(z)) (2 24) 2(2 24> —|—0<(2 24)
L 4
= Vere|-—7n/2;7/2], ln(cos(x)):—?—l—ﬂ—g—i-o(x)
T2
Dou: Yz € |—7n/2;7/2[, In(cos(x)) = =0 + o (%)

4 3 3
3) a) D'une part : V x € R, sin (2x) = 2;1;—%—1—0 (2°) et d’autre part : V z € R, 2sin (z) = 295—%—1—0 (2°)

Par suite : Vz € R, h(x) = —2® + o (2®) d’ou : | h(z) ~ —2? (ainsi a = —1 et n = 3).

sin (2x) — 2sin (x)

b) D’aprés a) : 5

=0

o
~ —z dot|f; = lim sin (22) — 2sin (2)

2
x>0
xXr %0 X

xT
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=—1

sin (2z) — 2sin (x) ~ _1dot f= lm sin (2z) —32 sin ()
0 x>0 98

Toujours d’aprés a) : 3
X z—>0

sin (2x) — 2sin (x sin (2z) — 2sin (x
Une derniére fois d’aprés a) : (22) 3 (z) ~ —— dou|ly = lim (22) 1 (z) = —00
x 0 €x . >0 0 9B
EXERCICE 2 — ‘ (ASYMPTOTE). ‘ On considére la fonction f définie sur R par :

VzeR, fz)=vVa2+2x+2

1) Tiens, au fait, pourquoi f peut-elle étre définie sur R tout entier par la formule ci-dessus ?

2) Montrer que la courbe représentative ¢y de f admet une asymptote (notée D) dont on donnera une
équation. Préciser la position relative de & et de D au voisinage de +o00.

CORRIGE.
1) Pour tout réel z, on a : 2? + 2z +2 = (z+1)* + 1.

Dou:VzeR, 22422 +2>0. ‘Ainsi f peut étre définie sur R ‘

2 2
2) Soit z un réel strictement positif. On a : f(z) = z4/1 + — + —. On utilise alors le développement limité
r

2

X X 2 2
usuel : V14+X =1+ 5 8 +0(X?) en posant X = = 4 — (on a effectivement hIJIrl X =0).
€ € T 00

On obtient de la sorte :

1+1 2+2 1 2+2 :_ 1
— — E— —_— — — E— O JE—
2 \z 22 S \x 22 2
1

D’ofl:f(x):xll—l-i%—%—i—Fo(i)} soit : f(ZE):JZ—f-l-F%—FO(—)

T2 x

fw) =2

Conclusion : la courbe 47 admet au voisinage de +0o0 une asymptote d’équation y = = + 1, et 6 est
située au-dessus de celle-ci au voisinage de +o0.

EXERCICE 3 — ‘(DL, EQUIVALENTS).‘

1) Rappeler le développement limité a 'ordre 4 en 0 de cos (), et celui de v/1 — 2 & Pordre 2 en 0.
2) Calculer le développement limité a l'ordre 4 en 0 de V1 — 2.

3) Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de
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CORRIGE.

z2 zt A z x° 5
)Ona:|cosz=1—"+"—+o(z") et|vViI—z=1-2—"+0(z%)|

2 24 2 8

z?2  zt
2) On déduit de la question précédente que : \/1—x2:1—5—§+0(9€4).
3) On déduit d ti ceedent 1,/1 ! 1 1+1 1+1+1+ !
n déduit des questions précédentes que : cos — — -——=1-— — —+—+40|—|.
d P d n n? 2n?  24nt 2n?  8n? n4

1 / 1 1 1 1 / 1 1
D’ou : cosg —1/1—= ol ot + 0 (ﬁ) Par conséquent : cosﬁ —/1— R e
1 1 1 1 / 1 1
Il s’ensuit que : n* <COS (ﬁ) —1/1—= ﬁ) ol d’ou ngliloo n? (cos <ﬁ) —4/1— ﬁ) =3

EXERCICE 4 — (POUR VOUS CHANGER LES IDEES ENTRE DEUX EXERCICES).

Résoudre dans R, puis dans C, ’équation

(B): e +2021e” — 2022 =0

CORRIGE.

Via le changement de variable X = e®, I'équation se réécrit X2+ 2021X — 2022 = 0. Cette équation posséde
exactement deux racines réelles : 1 et —2022.

On en déduit que le scalaire = est solution de (E) SSI : e” =1 ou e* = —2022.

Conclusion.
» Ve R, [e% + 2021 e” — 2022 = 0] < [z = 0]

» Vre C, [e*+2021e” — 2022 =0] <= [z =0[2ir] ou x = In(2022) + ir [2ir]]
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EXERCICE 5 — ‘(PARABOLE ASYMPTOTE).

D’ordinaire, une asymptote en +oo & une courbe % désigne pour vous une droite D, telle que “% est
arbitrairement proche de D au voisinage de +00”.

Pour rappeler la définition précise, on dit que € (représentant une fonction f définie au voisinage de +00)
admet pour asymptote la droite D d’équation y = ax + b au voisinage de +o0o si

Jm [f() ~ (az +) =0

Cette définition peut étre généralisée.
Explicitement, nous dirons que €7 (représentant une Cy
fonction f définie au voisinage de +o00) admet pour
asymptote la parabole P d’équation y = az?®+br+c
au voisinage de +oo si

P
li — (az® +b =
Jim [f(z) — (az® + bz + ¢) = 0]
L’objet de cet exercice est d’étudier un exemple de telle
situation.
On considére la fonction f définie sur R* en posant :
* 2 2
Ve R, f(x)=a%cos | =
x
On note @ la courbe représentative de f (c’est la courbe de illustration ci-dessus).
x
1) Calculer la limite gI_I'_l M En déduire que € ne peut admettre de droite asymptote au voisinage de
x oo X

+00.

2) Déterminer cinqg réels ag, a1, as, as et ay tels que :
2 a a a a 1
VaxeR,, cos| — STt T T T
T P R B o4

3) Déduire de la question précédente que ¢ admet une parabole P asymptote au voisinage de +oo. On
précisera une équation de P, ainsi que la position relative de ¢ et P au voisinage de +oo0.

CORRIGE.
T 2 75
1) Pour tout réel x > 0 on a : M = x cos () Dot :| lim M = +oo .1
x x r—r+o0 I
Si f admettait une droite (d’équation y = ax + b) asymptote au voisinage de 400, alors on aurait :

x
gqu f—) = a. Puisque f(x)/xz n’admet pas de limite finie lorsque z tend vers +00 d’aprés ce qui précede,
xX oo €T

on en déduit que | ¢ ne peut admettre de droite asymptote au voisinage de +oo |.

2
1. Puisque lim cos (> =1.
r—>+00 €T
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X2 Xt
2) Pour tout réel X on a:cos(X)=1-— 5 - o1 + 0 (X"). En posant X = 2/z dans ce développement
limité, on obtient :

VT COS = + + o0 alnst @ ag = 1 ag = , Ay = et ay = as =
' T {EQ 31‘4 1'4 > 0 o2 o 37 ! s

2 2 1
3) D’aprés la question précédente : Vo # 0, f(x) =2cos |~ | =22 -2+ -—+o| = |.
x 3x? x?

Conclusion : la courbe €y admet au voisinage de +00 une parabole asymptote d’équation y = 2> — 2,
et € est située au-dessus de celle-ci au voisinage de +o0.

EXERCICE 6 — (DERIVEES SUCCESSIVES).‘

On considére, pour tout n de N les fonctions :

n x

re

fonixeR+—
n!

ott £ désigne la dérivée n-iéme de f,.
1) Calculer, pour tout = de R, Ly (z), Ly (z) et Ly (x).
2) Montrer que :

- (‘Uk ny
Vn € N,V € IR, L, (z) = x”.
k=0
3) En déduire que, pour tout n de IN, L,, est une fonction polynémiale, dont on pourra préciser le degré.
4) Montrer que :
Vne N,V e R, f; 4 (x) = [ (x) — fog1 (2).

5) En déduire que :
VneN,Ve e R, L, (z) =L, (z) — L, ().

6) Montrer que :
T

n-+1

Vn € IN,Vz € R, fri1 (z) = fo ().

7) En déduire que :
VneIN,Ve € R,(n+1) Ly () =L (z) + (n+1—1x) L, (x).

8) Etablir que :
Vn € IN,Ve € R,zL! () — (x — 1) L, (x) + nL, () = 0.

CORRIGE.

xle™®

0!
eVzreR, fi(z)=0e = VuzekR, fl(l)(x):(l—x)e_x. Dou: VxeR, Ly(z)=1—z|

1) eVzeR, Ly(zx) =e" soit : |Vax €R, Ly(z) =1\
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"

5)

1
oeVuzeR, fg(x)zéxQe’zéVxeR, f2(2)(:c):(:c2—43:+2)e’

Dot: Vz€R, Ly(z) =2%—4z+2|

On applique la formule de Leibniz pour déterminer la dérivée n-iéme de f,,. Ce faisant on obtient :

k) n\(n—k
Vn €N, Vz e R, f{" !Z( ) @)™ ()
nlgn—N
(n— N)!
deux formules en donnant respectivement & N les valeurs n — k et k, et on injecte les résultats obtenus
dans la relation () :

Vn €N, Vz e R, £V |Z( ) ke_?'—a;]::i(;;) <<_k1))!kxke_’”

k=0

Or pour tout entier naturel N <n on a : (z7)™) = 2 et (7)™ = (=1)" e==. On applique ces

n (‘Uk ok
k (k)!
On déduit de la question 2 que L, est une fonction polynomiale de degré n (et de coefficient dominant ?
(_1>TZ)

(n)t 7

VneN Ve eR, foi(r)=

Il s’ensuit immédiatemment que : |Vn € N, Vo € R, L, (x) = (
k=0

anrlefx

(n+1)!
D’aprés les théorémes généraux f, 1 est dérivable sur R et :

VneN VzeR, f . ()= [(n+1)z"e ™ — 2" e ]

1
(n+1)!
x"e g tle
nl (n+ 1)

— VHGN,VSL’ER, f/n—l—l(x):fn(x)_fn-l-l('r)

—x

<~ VneN VzeR, f . ()=

D’aprés les théorémes généraux L, 1 est dérivable sur R et :
VneN, Ve eR, L', (r)=e¢" fﬁfll) (z) 4 e” 7(LT12) (7)
S VneN, Ve eR, Lpo(@) = (f)™ @) +e ()" (@)
e | A (@) = £ @] + e [ A @) = £ ()]

S VnEN Ve eR, L (@)= |17 @)+ 5 @)] = o[£ (@) + fI157 (@)

<—VneN, VeeR, L,(v)

On observe alors que : e | £ (z) + £ (x )} =L, (x) et fnn+1 = fim -y 1 Ainsi :

2. Ce résultat n’avait pas a étre justifié.
3. Pour un polynoéme, le coefficient dominant est le coefficient du terme de plus haut degré.
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VneN, Vo eR, L (a) = Ln(@) = £ @) + A7 (@) = £} (@)

= YneN, Ve eR, Lny (@)=L, (@) - e fi” (2)

e VneN, Vo eR, Lp(x)=L,(z)—L, ()

g tle™ g y xe ? oz
(n+1)! n+1 n!

6) VneEN, Ve eR, fou ()=

7) D’aprés 'énoncé : Vn e N, Ve € R, L, (z) = e X [

On applique alors la formule de Leibniz? pour calculer la dérivée (n + 1)-iéme ci-dessus. Ce faisant on
obtient :

n+1 7’L—|—1 T (k)
YneEN, V2 ER, Ly (1) = e x [Z( ¥ ) (n+1) firt <x>]

k=0

< VneN VeeR, L,(r)=e"x [—

LA @)+ 0 )

n+1
re®

n+1

Dot :VneN, Ve eR, (n+1)Lnp (z) =2 f ™V (@) + (n+1) Ly (z) (W)

Par ailleurs : Vn € N, Vo € R, L', (z) = f\" (z) + e £ (2)

e vVneN, VeeR, e f"V (@) =L,(x)—L,(x) (%)

<< VneN Ve eR, L,(z)= FOHD (1) 4+ e £ (2)

On déduit alors de (M) et (&) que :
VneN, Ve eR, (n+1)L,(x)=al,(x)—2aL,(z)+ (n—-1)L,(x)

< VneN VeeR, (n+1)Ly(z)=2aL,(z)+(n—-1-2)L, ()

8) En dérivant terme a terme I’égalité obtenue a la question précédente, on obtient :
VneN, Ve eR, (n+1)L,(z)=aLl",(z)+L,(x)+(n—1—2)L), (z)— L, ()

<~ VneN, VeeR, n+1)L,(x)—(n+1)L,(z)=aLl",(x)+L,(x)+(n—1—2z)L, (x)—
Ly ()

<~ VneN, VzeR, a:L”n(:z;)—i—(1—:1;)L’n(x)+nLn(a:):0‘

4. Application légitime puisque les fonctions z —

fr 1 et z — f, (z) sont de classe € sur R.



