Lycée Jean Bart — MPSI — mai 2023

EXERCICES 22 — PROBABILITES — CORRIGE

PROBABILITES “BASIQUES”, CONDITIONNELLES, FORMULE(S) DES PROBAS TOTALES

EXERCICE 1. — Soient €2 'univers d’une expérience aléatoire, et p une probabilité sur €.

Montrer que p est croissante, cad que si A et B désignent deux événements, alors :

[A C B] = [p(4) < p(B)]
Soient A et B deux événements, tels que A C B.
Alors : B = AU (B\A). Cette union étant disjointe (cad : AN (B\A) = 0), on a (par définition de
probabilité) :

p(B) = p(A) +p(B\A)

Or p(B\A) > 0 par définition de probabilité encore une fois.
Il s’ensuit que : p(B) = p(A).
Conclusion. Pour tout couple (A, B) d’événements : [A C B] = [p(A) < p(B)].
EXERCICE 2. — Soient 2 I'univers d’une expérience aléatoire, A € () un événement, et p une
probabilité sur €.
Montrer que p4 est une probabilité sur F(€2).*
Il s’agit de montrer que p4 satisfait les conditions permettant d’affirmer que c¢’est une probabilité :

» pa est a valeurs dans [0, 1]. Pour tout événement B € Z(Q), on a :
p(AN B)
P =T
Il est clair que p4(B) > 0 (p étant a valeurs positives).
Par ailleurs, on a : (AN B) C A. D’aprés Pexercice précédent, on en déduit que :
p(ANB) < p(A) dou:  pa(B)<1
On en déduit que : pa(B) € [0, 1]. Donc Papplication p4 est a valeurs dans [0,1] ().

, _pANQY)  p4) _
» Ona:pa(Q)= o(A) _p(A)_l'

Ainsi : pa(Q2) =1 (Q).

»  Soient Bet C € Z(Q) deux événements disjoints (tque : BN C = ).

On peut alors observer que AN B et AN C sont disjoints. En effet, en utilisant I'associativité et la commu-
tativité de l'intersection on obtient :

(ANB)N(ANC)=AN(BNA)NC=AN(ANB)NC=(AnA)NBNC)=AN(BNC)=10

x. J’al oublié dans I’énoncé ’hypothése p(A4) # 0. ..
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Par conséquent, ’application p étant une probabilité, on a :

pA(BU(;):p(Aﬂ(BUC)) _p((ANB)U(ANC)) _p((ANB))+p((ANC))

p(A) p(A) p(A)
_ p((;l(z)B)) N p((;l(z)c)) — pu(B) + pa(C)

Ainsi, pour tout couple (B, (') d’événements disjoints, on a : pa (BUC) = pa(B) + pa(C) (&)
Conclusion. D’aprés (M), (V) et (&), Vapplication py est une probabilité sur Z2((Q).

EXERCICE 3. — Une urne contient 3 billes vertes et 5 billes rouges toutes indiscernables au toucher.

Une partie consiste, pour un joueur, a tirer au hasard une bille de I'urne; il note sa couleur et ne remet pas
la bille dans 'urne. Puis il tire une seconde bille de 'urne et il note sa couleur.

Calculer la probabilité des événements suivants : E; : “Le joueur a tiré deux billes rouges” et F5 : “Le joueur
a tiré exactement une bille verte”.

Notons Ry, Rs, Vi et Vs respectivement les événements “tirer une bille rouge en premier”, etc. ..

5 4 5
Ona:p(Br) =p(RiNRy) = p(I) X pry(Re) = ¢ X = = 77
D’autre part :
3 5 5 3 15
p(E>) =p((ViN Ry) U (Ry N V2)) = p(Vi) X pvi (Ra) + p(Ra) X pr, (Vo) = o X =+ 2 X = = o2
EXERCICE 4. — Un laboratoire pharmaceutique met au point un test de dépistage d’une maladie et

fournit les renseignements suivants : “La population testé comporte 50 % de personnes malades. Si une
personne est malade, le test est positif dans 98 % des cas; si une personne n’est pas malade, le test est
positif dans 0,2 % des cas”.

On note M I’événement “la personne est malade”, et T ’événement “le test est positif”.
1/ Donner les valeurs de P(M), Py (T), Py (7).

o 1 ) 1 98 49 2 1
D’aprés 1’énoncé : P(M) = 3 Py (T) = 00~ 50 P+ (T) = 1006 = 500"

2/ En déduire P(T).

Les événements M et M constituent un SCE. D’aprés la formule des probabilités totales, on en déduit
que :

P(T) = Py (T) x P(M) + P37(T) x P(M)
D’aprés la question précédente :

49 111

=50 “2 750 %2

P(T) 5
491

Conclusion. P(T') = 1000
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EXERCICE 5. — Les statistiques ont permis d’établir qu’en période de compétition, pour un sportif pris au
hasard, la probabilité d’étre déclaré positif au controle antidopage est égale a 0,02. La prise d’un médicament
m peut entrainer, chez certains sportifs, un controle antidopage positif. En période de compétition, ce
médicament, qui diminue fortement les effets de la fatigue musculaire, est utilisé par 25% des sportifs.

Pour un tel sportif, la probabilité d’étre déclaré positif au controle antidopage est alors de 0,05. Pour un
sportif choisi au hasard en période de compétition, on note M et P les événements

M = “utiliser le médicament m” et P = “étre déclaré positif au contréle antidopage”
1/ Calculer la probabilité de I'événement “utiliser le médicament m et étre déclaré positif au controle”.

La probabilité demandée est : p (M N P). Par définition de probabilité conditionnelle, on a :
p(MNP)=pu(P) xp(M)

D’aprés I’énoncé, on a donc :
5

1 1
M P)=— — 1t : M P) = —
p(MNP) 00 ¥ 1 soit : p(MNP) %0
2/ Pour un sportif choisi au hasard en période de compétition calculer les probabilités Pp (M) et Pyz (P).
p(]WﬁP) _ Pm (P) Xp(M)
p(P) p(P)

On en déduit, d’aprés I’énoncé :

Ona:pp(M)=

5 " 1

100 "4 50 5

M) = = — =

pe (M) = =77 80 8

50
. 5
Conclusion. pp (M) = 3
EXERCICE 6. — Dans un stand de tir, un tireur effectue des tirs successifs pour atteindre plusieurs cibles.

1

La probabilité que la premiére cible soit atteinte est R
3
Lorsqu’une cible est atteinte, la probabilité que la suivante le soit est 1

1
Lorsqu’une cible n’est pas atteinte, la probabilité que la suivante soit atteinte est 7

On note, pour tout entier naturel n non nul :
o A, I'événement : « la n-iéme cible est atteinte ». o
e a, (resp.b,) la probabilité¢ de 'événement A,, (resp.A,).
1/ Donner a; et by. Calculer ay et by. On pourra utiliser un arbre pondéré.
1

D’aprés ’énoncé : a1 = b; = 3

D’aprés la formule des probabilités totales :

ay = p(Az) = pa, (Az) X p(Ar) + pa(A2) x p(Ay) =
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On en déduit que :

- 3
by :P(Az) = 1—p(A2) =1l—-ay= g
3 1 o ) 1 1
2/ Montrer que, pour tout n € N, n > 1:a,41 = Za" + §bn. Puis établir que : a,1 = Za” + 5

Soit n € N*. La famille {An,A_n} constitue un SCE. D’aprés la formule des probabilités totales :

1

— 3
i1 = D(Ani1) = pa, (Anir) X p(An) + P Anss) ¥ p(A,) = X @+ 5 X by

Or: b, =p(A,) =1-p(A,) =1—a,. Do :

3 Jr1><(1 ) Dy !

Api1 = — X @y + = —ap) = - Xa, + —

Ty 2 4 2
. 1 1

Conclusion. Vn € N*,  a,,, = 1 X QA + 7

3/ Déduire de la question précédente expression de a, en fonction de n, puis la limite de la suite (a,).

D’aprés la question précédente, la suite (a,) est une suite arithmético-géométrique. On introduit donc
judicieusement la suite u définie en posant :

1 1
Vn e N¥, un:an—ﬁoﬁleréelfesttelque:EZZ><€+§

2
Un calcul immédiat donne : ¢ = 3 On peut alors vérifier que u est géométrique de raison 1/4. On en

déduit que :

Il s’ensuit que :

2 1 1\
Vne N aq,==—>x (=
n e , a 3 6X<4>

En particulier, la suite a est convergente, et a pour limite 2/3.

_ . 2 1 (1\"' _ 2
Conclusion. Vn € N*, a, = 3% X (Z) d’otu : nETooan =3
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EXERCICE 7. — Marche aléatoire sur un carré.

ABCD est un carré de centre O. Un jeton posé sur I'un des cinq points peut se déplacer de facon aléatoire
vers 'un des autres voisins suivant le mode suivant : tous les pas issus de I'un sommets A, B, C et D ont
pour probabilité 1/3; et tous les pas issus de O ont une probabilité de 1/4. Un chemin est une suite de pas
successifs. Au départ le jeton est en A.

1/ Le jeton fait deux pas. Calculer la probabilité qu’il arrive en A, en B, en C, en D, en O?

Notons a,, b,, etc. .. les probabilités que le jeton arrive respectivement en A, en B, etc... au bout de n
pas.

Les événements A;, By, Ci, Dy et Op constituent un SCE. D’aprés la formule des probabilités totales,
on a donc :

az = pa, (A2) X p(A1) + ps, (A2) X p(B1) + pc, (A2) X p(C1) + pp, (A2) X p(D1) + po, (Az) X p(O1)

Or, d’apres I'énoncé :

as = pa, (Az) x wﬂ?Bl(Aﬁ x p(B1) + peo, (Az) X @ﬂml(flz) x p(D1) + po, (Az2) x p(O1)

Puis :
VRS SUR U UOR B S SR
=g X3 T3 3T 1 379712 36
Sur le méme principe :
1 1
bzzpol(Bz)Xp((h):ZXg:— et:d2:62:1—
Enfin :
1 1 1 1 1 1 11
C2:p01(02)Xp(01)+PD1(02)Xp(Dl)JrPBl(Cz)XP(Bﬁ:L—L><§+§><§+§><g:%
Et :
1 1 1 1 2
02=PD1(O2)XP(D1)+1731(02)><p(Bl)=§><§+§><§:§
C lusi 2 1 b d 1 t
. - = Co = — . = = — 09 — —.
onclusion. a 2= =dy= et oy =

Remarque. On peut observer, et c¢’est rassurant, que : as + by + ¢o + dy + 09 = 1.

2/ 11 fait un pas de plus. Quelle est la probabilité qu’il arrive en O ?

D’aprés la formule des probabilités totales et I’'énoncé :
03 = P, (O3) X az + pp,(03) X by + pc,(O3) X ca + pp,(O3) x dy

D’aprés la question précédente, on a donc :

1 1 1 1 2
0325><(a2+b2+02+d2):§X(1_02):§X(1_02>:§X (1__)
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7

Conclusion. 03 = —
onclusion. o3 = o=

3/ Soit n € N*. On note p, la probabilité pour que le jeton arrive en O aprés n pas. Démontrer que
1
VTLGN, pn-‘rl:g(l_pn)

Les événements A, B,, C,, D, et O, constituent un SCE. D’aprés la formule des probabilités totales,
on a donc :

DPn+1 =
pa, (On—i-l) X p(An) +an(On+1) X p(Bn> +pc, (OH—H) X p<Cn) +pDn(On+1) X p(Dn) + po,, (O7L+1> X p<0n>

D’ou :
1
Pn+1 = § (a'n + bn +cp, + dn)

Or a, + b, + ¢, + d,, + p, = 1 (puisque les événements A,,, B, C,, D,, et O,, constituent un SCE).

1
Conclusion. Vn €N, p,,1 = 3 (1 —pn)
4/ Expliciter p,, en fonction de n et déterminer h_r}n DPn.

D’aprés la question précédente, la suite (p,) est une suite arithmético-géométrique. On introduit donc
judicieusement la suite u définie en posant :

1 1
Vn e N¥, un:pn—foﬁleréelfes‘ctelque:625—5><£

1
Un calcul immédiat donne : ¢ = T On peut alors vérifier que u est géométrique de raison 1/3. On en
déduit que :

Il s’ensuit que :

En particulier, la suite p est convergente, et a pour limite 1/4.

11 1\ 1
Conclusion. Vn € N*, p, = 1 + T2 X (5) d’ou : ngﬁloop" =
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VARIABLES ALEATOIRES REELLES

EXERCICE 8. — Soit n un entier naturel non nul, et soit a un réel. On considére une variable aléatoire

X a valeurs dans [ 0;n | telle que :
Veke[0;n], P(X=k)=ak?

1/ Déterminer la valeur de .
Puisque X est a valeurs dans [ 0;n ], on a : ZP(X =k)=1.
k=0

D’aprés ’énoncé, on en déduit que :

" - D2n+1
Zak2:1<:>a2k2:1<:>an(n+ )6(n+ ):1
k=0 k=0

6
n(n+1)(2n+ 1)

Conclusion. o =
2/ Calculer 'espérance de X.
Puisque X est a valeurs dans [ 0;n [, on a : E(X) = ZkP(X = k).

D’aprés I’énoncé et la question précédente, on en déduit que :

- n*(n+1)? 6 n*(n+1)?
E(X)= k= =
(X) ];O‘ Ty nn+1)(2n+1) 4
3 1
Conclusion. F(X) = %
EXERCICE 9. — Un joueur lance 10 fois de suite (et de maniére indépendante) une piéce truquée de telle

sorte que la probabilité d’obtenir “pile” soit égale a 1/3.
1/ Quelle est la probabilité que le joueur obtienne exactement 5 fois pile ?

Notons X le nombre de “pile” obtenues par le joueur au cours des 10 lancers. D’aprés I'énoncé (les lancers
étant indépendants), X suit la loi binomiale %(10,1/3). Il s’ensuit que :

P(X =5) = (150) y (%f ) @)

0 2°
Conclusion. La probabilité que le joueur obtienne exactement 5 fois pile est : ( 5 ) X 300"

2/ Quelle est la probabilité que le joueur n’obtienne jamais pile ?

10 1N’ /2\"
La probabilité que le joueur n’obtienne jamais pile est : P(X =0) = (O) X (g) X <§> )

10
Conclusion. La probabilité que le joueur n’obtienne jamais pile est : (§>
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3/ Quelle est la probabilité que le joueur obtienne au moins une fois pile ?

La probabilité que le joueur obtienne au moins une fois pile est : 1 — P(X = 0).

10
Conclusion. La probabilité que le joueur obtienne au moins une fois pile est : 1 — (5)
EXERCICE 10. — Deux joueurs lancent 10 fois de suite (et de maniére indépendante) une piéce équilibrée.
Quelle est la probabilité que les deux joueurs obtiennent le méme nombre de “pile” au cours des 10 lancers.
Notons p la probabilité recherchée.

Notons encore X et Y les nombres de “pile” obtenues par chacun des deux joueurs au cours des 10 lancers.
D’aprés I’énoncé (les lancers étant indépendants, et la piéce bien équilibrée), X et Y suivent la loi binomiale

H(10,1/2) (M).
Par ailleurs, les joueurs obtiennent le méme nombre de “pile” au cours des 10 lancers SSI ils obtiennent tous
les deux 0 “pile”, ou 1 “pile”,. .., ou 10 “pile”.

En d’autres termes, les joueurs obtiennent le méme nombre de “pile” au cours des 10 lancers SSI
(X=0NY=0ou(X=1NnY=1)...(X=10nY =10)

Les événements (X = kNY = k) étant deux a deux disjoints, on a :
10
p=Y P(X=kNY =k)
k=0

Puisque les joueurs jouent de maniére indépendante (énoncé), les événements X = k et Y = k sont indé-
pendants, d’ou :

D’aprés (#), on en déduit que :

D’ou :

10 2
1 10
r=m 2 (1)
k=0
10 2
10 20
Il reste a voir que : Z (k) = (10) pour conclure. f

k=0
Conclusion. La probabilité que les deux joueurs obtiennent le méme nombre de “pile” au cours des 10

| L (20
ancers est . —~ .
ATl

. Cette derniére somme n’est pas triviale ; mais on I’a déja établie dans le cours sur les polyndmes (application de la formule
de Leibniz).
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EXERCICE 11. — Une variable aléatoire réelle X suit la loi binomiale de taille n et de paramétre p.
Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire Y =n — X 7

Par hypothése, X(Q2) =[0,n ] et Y =n — X. Il s’ensuit que : Y(Q) =[0,n ].

En outre, pour tout entier k € [0,n ], on a :

Conclusion. V() =[0,n]et: Vke[0,n], P(Y =k) = <
de taille n et de paramétre (1 — p).

EXERCICE 12. — Une variable aléatoire réelle X suit la loi binomiale de taille n et de paramétre p € ]0; 1[.
Pour quelle valeur de k, la probabilité p, = P(X = k) est-elle maximale ?

Par hypothése, X (2) =[ 0,n ]. Pour tout entier k €[ 0,n ], on a: p, = P(X =k) > 0et :

Peit _ (kil)pkﬂ(l - _ (k:il)p _ (n—hp
n T (e (oo ©OED
On en déduit que :
(n—k)p

Pkl = Pk <= >l n-kpzk+1)(1-p <= k<(n+1)p—-1

(k+1)(1—p)
D’ou :
Prs1 = pr =k < |[(n+1)p—1]

Conclusion. pj est maximale lorsque k = [(n + 1)p].

EXERCICE 13. — Un archer tire sur n cibles. A chaque tir, il a la probabilité p de toucher la cible et
les tirs sont supposés indépendants.

Il tire une premieére fois sur chaque cible et on note X le nombre de cibles atteintes lors de ce premier jet.

L’archer tire ensuite une seconde fois sur les cibles restantes et ’on note Y le nombre de cibles touchées lors
de cette tentative.

Déterminer la loi de la variable Z = X + Y.
D’aprés énoncé : Z(2) =[ 0,n ].
Soit k €[ 0,n]. On a :

Dot :
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Donc :
P(Z =k)= z; (?)p’(l - (Z B z)p’“‘i(l p)" = )™ ’“Z ( ) (Z ) ’
Dot :

e £
= rz=n= (o (e
= riz=n=(})ra-prr (372)

= pz=n=(}) -l [0-p7"

Conclusion. Z(Q) =[0,n ] et :Vke[0,n], P(Z =k) = (

loi binomiale de taille n et de paramétre (2 — p)p.

EXERCICE 14. — Soit p un réel tel que : 0 < p < 1.

Un joueur répéte de maniére successive et indépendante une expérience au cours de laquelle il peut connaitre
un succés (avec la probabilité p) ou un échec (avec la probabilité ¢ = 1 — p).

Le jeu s’arréte au premier succes.
On note X la variable aléatoire égale au rang du premier succeés.

Au cours de cet exercice, on pourra au besoin noter S ’événement “le joueur a obtenu un succés au cours
Y
de la k-iéme expérience”, et Ej 1’événement Sy (pour tout entier naturel non nul k).

1/ Indiquer quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire X, justifier briévement que P (X = 2) =
gp- Que vaut P (X = 3)7

2/ Pour tout entier naturel non nul N, calculer P (X < N).

ZP ]:1.

3/ Veérifier que : llm
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4/ Calculer 'espérance de X.

1/Ona: X(Q) =N~
Deplus: P(X =2)=P (S_l N Sg) =P (S_l) X P (S3) = gp (puisque les expériences sont indépendantes).

De méme : P(X = 3) = P(S_1ﬂ5_2ﬂ53) = P(S_l) X P(S_2> x P (S3) = ¢*p (de nouveau puisque les
expériences sont indépendantes).

2/ Soit N un entier naturel non nul. On a :

N N N-1 | gV
=) PX =k =) d"'p=p) ¢ =p7—
k=1 k=1 k=0 q
Puisque 1 — ¢ = p, on en déduit finalement que : P(X < N) =1 — ¢V,
3/ D’aprés la question précédente : lim P(X < N) =1 (car lim ¢~ =0).
N—+oc0 N—+o0
4/ T’espérance de X est égale a :
N
=Y kP(X =k)cad: E(X) = lim » kP(X =k)

Or pour tout entier naturel N non nul, on a :

N
k=1

k=1
En résumé :
E li kq"!
(X)=p lim Z q (W)
N
Calculons uy = qukfl. A cette fin, on introduit judicieusement une fonction f définie sur |0, 1] en
k=1
posant :
N
flo)=> d"
k=1
1 — qNJrl
Naturellement : f(q) = . De plus, f est dérivable sur |0, 1[ et on a deux expressions pour la dérivée
de f.
D’une part :

2

D’autre part :
~(N+ D" =) +1 =gV —(N+1)g"(1—q) —¢" +1
(1—4q)? p*
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Par suite :

(N +1 1—q)—¢"t1 +1
uNiqukm: + 1)V —q) —¢" ' +

Donc :

lim quk = —2 ()

N—+400

On déduit de (M) et (&) que :

EXERCICE 15. — Un joueur débute un jeu au cours duquel il est amené a faire successivement plusieurs
parties. La probabilité que le joueur perde la premiére partie est de 0,2.
Le jeu se déroule ensuite de la maniére suivante :

» s’il gagne une partie, alors il perd la partie suivante avec une probabilité de 0,05 ;

» g’il perd une partie, alors il perd la partie suivante avec une probabilité de 0,1.

On appelle : E; ’'événement « le joueur perd la premiére partie » ; Fo ’événement « le joueur perd la deuxiéme

partie » ; et E3 I’événement « le joueur perd la troisiéme partie ».

Enfin, on appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de fois oil le joueur perd lors des trois premiéres

parties.

1/ Traduire la situation décrite dans ’énoncé par un arbre pondéreé.

2/ Montrer que la probabilité de I'événement (X = 2) est égale & 0,031 et celle de I'événement (X = 3)
égale a 0,002.

3/ Déterminer la loi de probabilité de X, puis calculer espérance de X.

EXERCICE 16. — Soit n un entier naturel > 2, et soient X, Y et Z trois variables aléatoires indépendantes
1
suivant la loi binomiale % (n, 5)

1/ Calculer la probabilité P (X =Y).

2/ Quelle est la probabilité que I'une des trois variables soit égale a la somme des deux autres?

1/Ona: P(X=Y) ZP _k;ﬂY_k)_iP(X_k)xP(Y_k)_Z[P(X_k)}Q.

D’ou :
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2
n 2n
: — i
Or : <k> ( N )
Conclusion. P(X =Y) = 1 (Qn)

22n \ n

2/ Notons p la probabilité que I'une des trois variables (au moins) soit égale a la somme des deux autres.

Alors:p=9 (X =Y+ 2)U(Y =X+2)U(Z=X+Y)) =9 (Ex UFEy U Ey) en notant respectivement,
Ex, Ey et Ez les événements (X =Y +2Z)et (Y =X +2Z)et (Z=X+Y).

En utilisant la formule bien connue donnant la probabilité d’une union de trois événements, on en déduit
que :

p=9(Ex)+9(Ey) +9(Ez) —N(ExNEy) -9 (ExNEz) - (Ey NEz)+9(Ex N EyNEy)

Pour des raisons de symétrie évidentes, on a : §(Ex) = §(Ey) = §(Ez) et
G (Ex N Ey) = §(Ex N E;) = (Ey N Ey).

Ainsi : |p=39(Ex) - 39(Ex N Ey) +Y(ExNEy NEz) (M)

» Calcul de (Ex). Les événements (X = k)ke[[o;n}] constituent une partition de I'univers, et on peut donc
appliquer la formule des probabilités totales pour obtenir :

TEX)=9X=Y+2)=> Q(X=kn(Y +Z=k)
k=0
Et puisque X et Y + Z sont des variables aléatoires indépendantes :

TEx)=9X=Y+2)=) $(X =KV +Z=k)

n k

S IE)=) TX =) (Y =/)n(Z=k-j)

<
Il
o

Comme Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes on a :
k

TEx) =) TX =KD 9 =/)9Z=k-))

k n
2 1 2
Or, d’aprés la formule de Vandermonde : E (;L) (k: " > = (]?) Dot : §(Ex) = 5 (Z) < ]?)
0

=0 —J

1. Résultat établi en cours comme conséquence de la formule de Leibnitz.
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n

—k

w2 () ()

1 /3
En appliquant une fois encore la formule de Vandermonde, on obtient : |§ (Fx) = 7 < :) (D)}

En utilisant le fait que : V k& €[ 0;n |, ( ) (

que :

(“symétrie” des coefficients binomiaux), on en déduit

» Calcul de §(Ex N Ey). L’événement Ex N Ey est réalisé si et seulement si X =Y +Z et Y = X + Z,
ce qui entraine que X =Y et Z = 0. Par conséquent :

9 (ExNEy) = Zﬂ Ny =k)N(Z=0))
Comme X, Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes on a :

9 (ExNEy) = Zﬁ{ Y =k)9(Z=0)

n 2
e e e G

» Calcul de §(Ex N Ey N Ey). L’événement Ex N Ey N Ey est réalisé si et seulement si X =Y + Z,
Y=X+Zet Z=X+Y, ce qui entraine que X =Y =2 =0. D'ou :

SExNEYyNEZ)=9(X=0NnY =0)N(Z=0))
Comme X, Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes on a :

C(ExNEyNE;)=9(X =09 =0)9(Z =0)

Donc : ﬂ (EX N EY N Ez) (*)

23n

. 1 /3 1 /2 1
Ainsi, d’aprés (@), (9), (&) et (&%) ona:p= 32§ ( :) — Sﬁ ( :) + 5o

Conclusion : si X, Y et Z sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, chacune suivant
une loi binomiale % (n,1/2) (avec n € N*), la probabilité p qu’au moins une des trois VAR soit égale

1 3 2
a la somme des deux autres est : p = — [3( n> — 3( n> + 1]
e n n
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EXERCICE 17. — |PROBABILITES - CA-DEAU !|

1
Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale % (3, 5)

On pose Y =1 — X.

Déterminer la loi de probabilité de Y, ainsi que son espérance et sa variance.

1
Comme X suit la loi binomiale # (3, 3), onaX(2)=[0,3],et:

wetoal pex-n- (1) () (2)7 - (1)« B

2; | 0 | 1 | 2 3
Explicitement, la loi de X est donc : i 8 12 6 1
' 27 27 27 27

On en déduit que Y (2) =[ —2,1 ], et la loi de Y est donnée par le tableau ci-dessous :

vi| =2 | | 0 | 1
1 6 12 8
pi — — —
27 27 27 27

En outre, d’aprés le cours : V (a,b) € R?, F(aX +b) = aE(X)+bet V(aX +b) = a*V(X).

1 2
Toujours d’aprés le cours, puisque X suit la loi binomiale % (3, 3), ona: E(X)=1etV(X)= 3

2
On en déduit que : [E(Y)=0et V(Y) = 3t

EXERCICE 18. — |PROBABILITES|
Soient N un entier supérieur ou égal a 2, et p un réel strictement compris entre 0 et 1.

Une particule se déplace sur une droite en faisant des sauts d’une unité vers la gauche ou vers la droite.

A chaque instant, la probabilité qu’elle aille vers la droite est p et celle qu’elle aille vers la gauche ¢ = 1 —

tous ces déplacements étant supposés indépendants.

D,

Initialement, la particule est en n €[ 0, N |, et elle s’arréte dés qu’elle atteint 'une des extrémités de cet

intervalle : 0 ou N.

On note a, la probabilité que la particule s’arréte en 0.
1/ Justifier briévement que ag = 1, et ay = 0.

2/ Montrer que pour tout entier n compris entre 1 et N —1, on a : Ap = PApi1 + qap_1.
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3/ En déduire 'expression de a, en fonction de n, N, p et q (on pensera a distinguer les cas p = 1/2 et

p#1/2).

4/ De la méme fagon, déterminer la probabilité b, que la particule s’arréte en N (en distinguant les mémes
cas).

5/ Calculer a,, + b, et en déduire la probabilité que la particule ne s’arréte jamais.

1/ Si la particule est déja a la position 0, alors elle s’y immobilise d’ot [ag = 1 . Sila particule est déja a la
position NV, alors elle s’y immobilise et elle ne s’arréte donc pas en 0 d’ott |ay = 0|

2/ Soit n un entier naturel tel que 0 < n < N. Puisque n est distinct de 0 et IV, la particule se déplace
vers la gauche ou vers la droite. Notons respectivement G, D et Bingo les événements “la particule saute
vers la gauche”, “la particule saute vers la droite” et “la particule s’'immobilise en 0”. Les événements G et
D = G constituent un systéme complet d’événements, et on peut donc légitimement appliquer la formule
des probabilités totales pour écrire : a,, = P (Bingo) = P (BingoNG) + P (BingoN D) = qa,_1 + pa,41.

Ainsi : [Vn €[ 1,N —1], an, = qan_1 + pani1|.

3/ D’aprés la question précédente, on a pour tout entier naturel n € [ 1, N — 1] : a,, = qan—1 + pay.1. 1l
sensuit que : Vn € [0, N — 2 |, panio — any1 + ga, = 0. On reconnait avec soulagement 1’équation d’une
SRL2, dont on sait parfaitement déterminer le terme général.

On commence naturellement par écrire I’équation caractéristique associée a cette relation de récurrence :

(EC) pX? - X+q=0 pour laquelle le discriminant est A = 1 — 4pq

Puisque ¢ = 1 — p, on a encore : A =1 —4p (1 — p) = 1 — 4p + 4p? d’ou finalement : [A = (2p — 1)*|

On doit donc distinguer deux cas pour obtenir I'expression du terme général de la suite (a,,), suivant que le
discriminant est nul (SSI p = 1/2) ou strictement positif (SSI p # 1/2).

» ler cas — Si p = 1/2. Dans ce cas I’équation caractéristique (E'C) admet une unique solution, égale & 1.
On en déduit qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout entier n on ait : a,, = an + b. Pour déterminer

les valeurs de a et b, on observe que ag = 1 et ay = 0. On obtient ainsi b=1et a = —1/N.
N —
Dot finalement : [VN € N*, Vn €[0,N ], an = —%H: N” .

» 2éme cas — Si p # 1/2. Dans ce cas I’équation caractéristique (EC') admet deux solutions, égales a 1
et ¢/p. On en déduit qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout entier n on ait : a, = a + bq™/p™.
Pour déterminer les valeurs de a et b, on observe que ayp = 1 et ay = 0. On en déduit que a +0 = 1 et
a+bgN /pN =0.

a+b = 1 a+b =1 a+b =1
Donc : N & N g N N
q q . P —q .
R A o
a = pN — N a = PN — gV
= =
N N
— —
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N N n
q p q 1 N . N-nn
Donc : a,, = — + X —=——"-=(—q¢ +p "q).
PN gV | pN N " pn pN_qN( )
prnqn_qN
Finalement : [VN € N*, Vn €[0,N ], a, = —5—x—|
b —q

4/ Si la particule est déja a la position 0, alors elle s’y immobilise d’ou . Si la particule est déja a la

position NV, alors elle s’y immobilise d’ou .

Soit n un entier naturel tel que 0 < n < N. Puisque n est distinct de 0 et NV, la particule se déplace vers
la gauche ou vers la droite. Notons respectivement GG, D et Bingo les événements “la particule saute vers
la gauche”, “la particule saute vers la droite” et “la particule s’immobilise en 0”. D’aprés la formule des
probabilités totales, on a : b, = P (Bingo) = P (BingoNG) + P (BingoN D) = gb,,—1 + pby 1.

Ainsi : [Vn e[ 1,N =11, b, = gby_1 + pbui1|.

D’aprés ce qui précéde, on a pour tout entier naturel n : b, = gb,,_1 + pb,,11.

Il s’ensuit que : Vn € N, pb,io — byi1 + gb, = 0. Puis on peut reprendre I'étude faite précédemment :
I’équation caractéristique associée a cette relation de récurrence est identique, seules les conditions initiales
changent.

On doit donc distinguer les deux mémes cas pour obtenir Pexpression du terme général de la suite (b,),
suivant que le discriminant est nul (SSI p = 1/2) ou strictement positif (SSI p # 1/2).

» ler cas — Si p = 1/2. Dans ce cas il existe deux réels a et b tels que pour tout entier n on ait : b, = an-+b.
On peut déterminer les valeurs de a et b, en observant que by = 0 et by = 1. On obtient ainsi b = 0 et
a=1/N.

n
D’ou finalement : |[VN € N*, Vne[0,N |, b, = il
» 2¢éme cas — Si p # 1/2. Dans ce cas il existe deux réels a et b tels que pour tout entier n on ait :

a, = a+ bq™/p". Pour déterminer les valeurs de a et b, on observe que by = 0 et by = 1. On en déduit que
a+b=0eta+bg"/pY =1.

a+b = 0 a = —b a = —b
Donc : & &
a+b% 1 b(l—%) - 1 b(M) ~ 1
p p p
N
p
a = —b a = —
g —pN
<~ ~
b o— pN N
gV =N b=
v —pN
N N n
p p q 1 N . N-nn
Donc : b, = — + X —=——">-I\—Dp +Dp q ).
qN_pN qN_pN pn qN_pN( )
prnqn_pN

Finalement : VN € N*, Vn €[0,N |, b, =

C]N—pN

5/ Dans le premier cas (p=1/2),ona:VN € N*, Vne[0,N], a, + b, = n

=
=
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pN—nqn_qN pN—nqn_pN
Et dans le second (p# 1/2) : VN € N, Vn €[O,N], ap+bp=—%—F%+—% %
P —q q’ =P
_ pN—nqn _qN _pN—nqn +pN _ pN _qN) 1
pN =gV pN —q")

Dans tous les cas, on a a, + b, = 1 pour tout n € [ 0, N |.

On peut donc conclure que la probabilité pour que la particule ne s’arréte jamais est nulle.

EXERCICE 19. — |PROBABILITES|

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2, p un réel de [0,1], et X et Y deux variables aléatoires
indépendantes.

On suppose que X suit la loi binomiale #(n, p), et que Y suit la loi uniforme sur [ 0,n ].

1/ A propos de la loi uniforme % ([ 0,n ]).

a/ Calculer I'espérance de Y.

2
b/ Etablir que la variance de Y est : V(YY) = %

- (X X
2/ On considére la matrice C' = ( v v )

a/ Calculer la probabilité p; que la matrice C' soit antisymétrique.

b/ Calculer la probabilité ps que la matrice C' soit symétrique.

Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2, p un réel de [0,1], et X et Y deux variables aléatoires
indépendantes.

On suppose que X suit la loi binomiale Z(n, p), et que Y suit la loi uniforme sur [ 0,7 ].
1/ A propos de la loi uniforme % ([ 0,n ]).
a/ Puisque Y suit la loi Z ([ 0,n ]), on a Y(2) =[ 0,n ], et pour tout entier k compris entre 0 et n, on a :

1

Lk n(n+1) n
Ils’ it B(Y) = = .Dou:|E(Y)=—=|
s’ensuit que : E(Y) ,}_0 i1 2t ol (Y) 5
b/ D’aprés la formule de Koenig-Huygens : V(Y) = E(Y?) — E(Y)? D’aprés la question précédente :
2 = kP 1)(2n+1 2n + 1
E(Y)? = nZ? et d’aprés la formule de transfert : E(Y?) = ,;0 o n(n g—(n)—(k 7;;— ) = n n6+ )
, n2n+1) n* n/2n+1 n n_ n+2
2 . Y = - = — _— = — .
On en déduit que : V(YY) 5 13 ( 3 2) X —&
n(n + 2)

Conclusion. V(Y) = =
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, - . (X X
2/ On considére la matrice C' = ( R )

a/ Puisqu’une matrice antisymétrique posséde une diagonale nulle, la matrice C' est antisymétrique si et
seulement si X =Y = 0.
1

n+1

Ainsi:p=P(X=0nNY =0=P(X=0)xP(Y =0)=(1—p)" x

(1-p)" .

Conclusion. La probabilité p; que la matrice C' soit antisymétrique est : p; = |
n

b/ La matrice C est symétrique si et seulement si X =Y. Puisque X (2) =Y (Q2) =[ 0,n |, les VAR X et

Y sont égales si et seulement si X =Y =0ou X =Y =1ou...X =Y =n.

D’oﬁ:pQ—P(X—Y)—P(U(X-kﬂY-k)) =Y P(X=knY =k) =Y P(X=kxP(Y =k)
k=0 k=0 k=0

n

(Pavant derniére égalité provenant du fait que les événements (X = kNY = k) sont deux a deux disjoints,
et la derniére de 'hypothése suivant laquelle X et Y sont indépendantes).

. “[/n ok 1 1 < /n -
AlﬂSltpzzZ[(k>p’“(1—p) kxn+1]=n+1z<k>p’“(1—p) :

k=0 k=0

-~

=1

1
Conclusion. La probabilité p, que la matrice C' soit symétrique est : ps = |
n
EXERCICE 20. — |PROBABILITES ET DE‘RIVEES|
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.
1
On suppose que X et Y sont deux VAR indépendantes, suivant la méme loi binomiale % (n, 5)

On considére les deux transpositions 0 = (X X +1)et 7= (Y Y +1) de S,,1.°

L’objectif de I'exercice est de déterminer la probabilité que o et 7 commutent.

A cette fin, on note : p, =P (o7 = 70) et ¢, = P (o7 # 70).

1/ Une formule générale.

a/ Notons F = {X, X + 1} N{Y,Y + 1}. 1l est immédiat que le cardinal de E est égal 4 0, 1 ou 2.

— Si card(E) = 0. Alors les transpositions o et T sont & supports disjoints, et elles commutent donc.

— Sicard(E) =2. Alors X =Y (et X +1 =Y +1...); les transpositions o et 7 sont égales, et elles
commutent puisque o1 = 0* = idy,,, = 70.
— Sicard(F)=1. Alorsona X =Y +1ouY =X + 1.

Dans le premier cas, on a donc : 0 = (Y +1Y +2) et 7= (Y'Y 4 1). Il s’ensuit que o7 est le 3-cycle
(Y (Y +2) (Y +1)) tandis que 70 est le 3-cycle (Y (Y +1) (Y +2)). Ainsi : o7 # 70.

De méme dans le second cas o7 # 70.

§. Par exemple, lorsque X = 2, 0 = (23) est la transposition qui permute 2 et 3.
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On déduit du raisonnement précédent que : ¢, = P(X =Y 4+ 1) + P (Y = X + 1). Puisque les variables
aléatoires X et Y sont égales, les deux probabilités intervenant dans cette somme le sont aussi.

Dot :|g, =2P(X =Y +1)|

b/ D’aprés la question précédente : g, = 2P (X =Y + 1). Or I'événement (X = Y + 1) est réalisé si et
seulement si (Y =0et X =1)ou (Y =1let X =2) ... ou (Y =n—1et X =n). Observons au passage
que Y ne peut prendre la valeur n, puisqu’alors X serait égal & n + 1; or par hypothése X (Q2) =[ 0,n ].

n—1 n—1
Explicitement & présent : P (X =Y +1) =P <U(Y:kﬂX:k+1)> =N PY=kNnX=k+1)
k=0 k'O

3

ZP —k+1)x P(Y = k)
k=0

(la deuxiéme égalité provenant de ce que les événements (Y = kN X =k + 1) sont deux & deux disjoints,
et la derniére de I'hypothése suivant laquelle X et Y sont indépendantes).

3
—

Par conséquent : (¢, =2 Y P(X =k+1)x P(Y =k)|
0

£
I

2/ Valeur exacte de ¢,, et équivalent au voisinage de +oc.

" /n\ (n+m
On pose, pour tout entier naturel m : S, ,,, = Z ( ) ( )
— k) \k+m

vowsase- 2 () RO -SOGR)- G500

1
(la derniére égalité provenant de la relation de Pascal : (Z 1 1) = <Z) + (k: Z 1) ).

o 2065 - (L) EE D) s B0

-l
1 B A 11 11
Par ailleurs : Z =k+1)xPY =k)=2 — (k j_ 1) Ok+1 gn—k—1 X (Z) 2k on—k
/ n n 1 < /n n
=2 o kz:; <k:+1> (k:) ~ gt kz:; <k:) (k+1)
1

On en déduit que : |q, = Jon1 (Sna — Sno) |

b/ Selon les théorémes généraux, la fonction f est de classe € sur R, et admet & ce titre des dérivées a
tout ordre en tout réel.

(2n +m)!
(n+m)!
D’autre part, on peut judicieusement écrire : f(x) = g(x)h(z) avec g(x) = 2™ et h(x) = 2™, Selon la
formule de Leibniz, qu’il est légitime d’appliquer puisque g et h sont clairement de classe € sur R, on a :

D’une part : Vo € R, f™(z) = " (M.
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Ve R, f(n) (m) - (Z) g(k) (x)h(n—k;) (33') _ < <n) ( n! Lk (n + m)|$k+m
0 k=0 ' '

n 9 |
En calculant f™ (1) grace aux formules (#) et (&), on obtient : n! ; (Z) (Z ::: :Z) _ ((:j:;))'
. = (n\(n+m\  (@n+m n+m\  (2n+m
e (2) (217 < 22 5 (2) () - (),
Conclusion. V (n,m) € N?, Z (n> (n—l— m) = ( n+m) soit : V(n,m) € N2, S, = ( ¥ m> ,
=~ \kJ\E+m n n

2 1 2
¢/ D’aprés les questions a et b, on a : ¢, = (( n > ( n))
22n 1 n

D’apres la relation de Pascal : | g, = oo 1 (

1 (2n)!
221 (n — )l(n+ 1)1

\/M(Qn)

1 e

+00 _
922n—1 -1 n—1 1 n+1
2(n—D)w r ) 2(n+ D)7 (n i )

=
melymnE =1 (n—1\"" (n+1

. Et d’aprés la formule de Stirling : n! ~, V2n7 (E) :

d/ D’aprés la question ¢ : ¢, =
e

Il s’ensuit que : g, ~

D’ou : g, ~

e e
11 (2n)2"
Dot : ¢, ~1oo —
ou: q + 22n_1\/7_T\/ﬁ(n—1)n_1 (n+1>n+1

Dot : q,

2
T aE (n— 1) (n+ 1)

n+1
Or: (n+ 1)+ =t (1 4 l) — gl ) In(1+1/n) — o1 (04D (Fore (1))
n

1 1
Puisque : lim (n+ 1) (E + 0400 (ﬁ)) =1,ona: (n+1)" ~, en"t

n—-+o0o

De la méme maniére : (n — 1)t ~, o e tn" L
oo

n2n n2n

Par suite : ~y

(n—1""(n+1)""

o T .
ennJrleflnnfl
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n2n

Ainsi : lim =1 ().
N— 400 (n . 1)7171 (TL + 1)TL+1 ( )
A 2 . 2y
On déduit de (#) et (d) que : ¢, ~ 100 Conclusion. ¢, ~1o —n .

e VT

2
e/Ona: lim — n~1/% = 0. D’aprés la question précédente : | lim ¢, = 0|,
N—+00 /T n—+o0o




