Lycée Jean Bart — MPSI — 14 mai 2022

EXERCICES 23 — ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE — CORRIGE

FAMILLES LIBRES, BASES|

EXERCICE 1. — (Familles libres).

Dans chacun des cas suivants, déterminer si chacune des familles suivantes est libre ou liée.

yeew 2o {(1).(1))

Supposons qu’il existe deux réels « et 5 tels que :
1 1 0
(1) 4)=(0)

a+8=0 a=0
{22520 =152

Alors :

Conclusion. La famille .Z est une famille libre de R2.

1 1 o .
Synonyme : les vecteurs ( 1 ) et ( 1 ) sont linéairement indépendants.

2/1(?:&:2; 92{(1)(—11)@)}
(3)-(1)+(4)

Conclusion. La famille .Z est une famille liée de R2.

1 1 2 o
Synonyme : les vecteurs ( 1 ), ( 1 ) et ( 0 ) ne sont pas linéairement indépendants, ou sont linéairement

dépendants.

ye-w #={(1).(3)}

Conclusion. La famille .Z est une famille liée de R2.

1 1 L .
Synonyme : les vecteurs ( 1 ) et ( _ ) ne sont pas linéairement indépendants. . .

4/ E=Ry[X]; F={1,3X—-4,2X? - X +1}
Supposons qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que :
ax14+bBX—-4)+c(2X?-X+1)=0

Par identification des coefs de X2, on obtient : ¢ = 0.
Par identification des coefs constants, on obtient : a = 0.

1l est alors trivial que b = 0.
Ainsi :

[ax14+bBX —4)+c(2X?-X+1) =0 =[a=b=c=0]
Conclusion. La famille .# est une famille libre de Ry[X].

Synonyme. Les polynémes 1, 3X —4 et 2X? — X + 1 sont linéairement indépendants.
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5/ E=Ro[X]; F={X,X+1,X2}

Supposons qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que :
aX+b(X+1)+cX?=0

Par identification des coefs de X2, on obtient : ¢ = 0.
Par identification des coefs constants, on obtient : b = 0.

Il est alors trivial que a = 0.
Ainsi :

[aX+b(X+1)+cX?=0]=[a=b=c=0]
Conclusion. La famille .% est une famille libre de Ry[X].

Synonyme. Les polynémes X, X + 1 et X? sont linéairement indépendants.

6/ E=Mx(R); F ={l,En,E»n—En}
On a:
Iy = (Fa2 — E11) + 2B
Conclusion. La famille .% est une famille liée de Mz (R).
7/ E=%°(R,R); F = {sin, cos}
Supposons qu’il existe deux réels « et 5 tels que :
acos+3sin =0

Alors : @ = 0 (par évaluation en 0) et 5 = 0 (par évaluation en m/2).

Conclusion. La famille .7 est une famille libre de ¢° (R, R).
8/ E=%°(R,R); F = {exp, ch,sh}

On a : exp = ch + sh.

Conclusion. La famille .7 est une famille lice de ¢° (R, R).

EXERCICE 2. — (Bases et dimension).
Dans chacun des cas suivants, on demande de déterminer une base du sev F', et d’en déduire la dimension de F'
x

1/ F= y | €eR? 24+2y—32=0

z
Soit v = (x,9,2) € R3. On a :

vE F<=ao+2y—32=0<=a2=32—2y <= v=(32—2y,y,2)
Ainsi :
vE F<3(y,2) € R? v=y(-2,1,0) + 2(3,0,1) < v € Vect ((—2,1,0),(3,0,1))

La famille Z = {(—2,1,0),(3,0,1)} est génératrice de F'; et elle est clairement libre (car de cardinal 2, et
constituée de 2 vecteurs non colinéaires). C’est donc une base de F'.
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2/

3/

4/

Conclusion. La famille Z = {(—2,1,0),(3,0,1)} est une base de F. Donc : dim F = 2.
F ={P e Ry[X], P(0) =0}
Soit P € Ry[X]. On a :
Pe F <= P(0)=0<«=3(a,b) € R?, P =aX?+bX < P € Vect (X, X?)

La famille # = {X , X 2} est génératrice de F'; et elle est clairement libre (car de cardinal 2, et constituée de 2
polynémes non colinéaires). C’est donc une base de F'.

Conclusion. La famille & = {X, X2} est une base de F'. Donc : dim F' = 2.

F={P e K;[X], P(2)=0}

Soit P € K3[X]. D’apreés la formule de Taylor dans K3[X], on a :

Pe F<=3(abrc)e K3 P=a(X —2)+bX —2)? +¢(X —2)° <= P € Vect (X —2,(X —2)2,(X —2)%)

La famille Z = {X — 2, (X — 2)?, (X — 2)®} est génératrice de F.
Justifions que A est libre. Supposons qu’il existe 3 réels a, b et ¢ tels que :
a(X —2) +b(X —2)2 + ¢(X — 2)* = O, [x]

Alors : ¢(X —2)% = —a(X — 2) — b(X —2)2

Si ¢ # 0, alors le terme de gauche est un polynome de degré 3, et celui de droite un polyndéme de degré au plus
2 : contradiction.

Donc ¢ = 0. Donc : a(X — 2) + b(X — 2)? = Og,[x]. Donc : a(X —2) = —b(X — 2)2.

Si b # 0, alors le terme de droite est un polyndéme de degré 2, et celui de gauche un polynéme de degré au plus
1 : contradiction.

Donc b= 0. Donc : a(X — 2) = Og,[x]- Donc : a = 0.
En résumé, on a établi 'implication :

[a(X —2) + b(X —2)* 4+ ¢(X = 2)® = Ok, x)] = [a=b=c=0]

Ce qui signifie que la famille 2 = {X — 2, (X — 2)? (X — 2)®} est libre. Puisqu’elle est aussi génératrice de F,
c’est une base de F'.

Conclusion. La famille Z = { X — 2, (X —2)%, (X — 2)?} est une base de F. Donc : dim F' = 3.

Le sev F' des matrices triangulaires supérieures de Mj (K)

Soit M € Mz (K). On a :

M e F < 3 (a,b,c) € K3, M = ( 8 i)(z»ﬂ(a,b,c)e K3, M = aFEy; +bE1> + cEx

Ainsi :
M € F < M € Vect (Ey1, B2, Eo)

La famille Z = {F11, E12, Eaa} est génératrice de F.

Justifions que % est libre. Supposons qu’il existe 3 réels a, b et ¢ tels que :

a b 0
Alors.(O c)_<0

aFEyy + bE12 + cE2p = Opgy (k)

0 Y1y . J— J— p—
0). Dot:a=b=c=0.
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5/

6/

7/

En résumé, on a établi 'implication :
[aEn + bE19 + cEoy = OMQ(]K)} - [a =b=c= 0}

Ce qui signifie que la famille 8 = {E11, E12, B2} est libre. Puisqu’elle est aussi génératrice de F', c’est une base
de F.
Conclusion. La famille 8 = {E}1, E12, Fas} est une base de F. Donc : dim F = 3.
Le sev F' des matrices antisymétriques de M3 (K)
Fait en classe.
Conclusion. La famille 8 = {E15 — Eo1, E13 — E31, Fo3 — E32} est une base de F. Donc : dim F' = 3.
Le sev F des fonctions f de €°°(R,R) solutions de I’équation différentielle : y” — 6y’ +8y =0
Soit f € €*(R,R). On a:
feF<ey"—6y +8y=0<«=3(a,b) € R, f=af +bfs

avec fi et fo définies en posant :
Vre R, fi(z) =e> et fa(z) = et

Ainsi : f € F <= P € Vect (f1, f2).

La famille Z = {f1, fo} est génératrice de F'; et elle est clairement libre (car de cardinal 2, et constituée de 2
fonctions non colinéaires). C’est donc une base de F'.

Conclusion. La famille # = { f1, f2} est une base de F. Donc : dim F = 2.
F=impavec  p:P € R3[X]|+— (P(-1),P(0),P(1)) € R3

On utilise la propriété bien connue du cours pour déterminer I'image de p.

Puisque R3[X] = Vect(1, X, X2, X3), on a : im(p) = Vect (p(1), p(X), p(X?), p(X?)).
Or:

1 -1 1 -1
p)=|( 1 |; p(X)=1{ 0 |; p(X>)={( 0 |; p(X?)={ 0
1 1 1 1
1 —1 1
On en déduit que : imp = Vect 1], 0 ,
1 1 1
V1 V2 U3

La famille & = {v1, va, v3} est donc génératrice de F.

Montrons que £ est libre. Supposons qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que :

avy + bvg + cvz = Ops

Alors :
1 -1 1 0
al 1 +b 0 +c| O = 0
1 1 1 0
D’ou :
a—b+c¢c=0
a=0
a+b+c=0

La résolution aisée de ce systéme donne : a = b= c = 0.
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En résumé, on a établi 'implication :
[avy + bug + cvg = Ogs] = [a =b = ¢ = 0]

Ce qui signifie que la famille Z = {v1, va, v3} est libre. Puisqu’elle est aussi génératrice de F', ¢’est une base de

F.

Conclusion. La famille 8 = {v1,v2,v3} est une base de F. Donc : dim F' = 3. Puisque de plus F est un sev

de R3, on en déduit que : F = R3 (I'application p est donc surjective).
EXERCICE 3. — (Familles libres et liées dans K[X]). Déterminer si chacune des familles est libre ou liée.
1/ Considérons 71 = (1, X — 1,X? — X).
Supposons qu’il existe trois réels a, b et c tels que :

a+b(X —1)+c¢(X2-X)=0

Par identification, on obtient successivement ¢ = 0 (comparaison des termes en X2), b = 0 (comparaison des termes
en X) puis ¢ = 0 (immédiat).

Ainsi :
[a+b(X -1)+c(X?—X)=0]=[a=b=c=0]
Conclusion. La famille #; = (1, X — 1, X% — X) est une famille libre de K[X].
2/ Considérons .7 = (2X + 1, X% + X,2X? — 1),
Supposons qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que :
a2X +1)+b(X?*+ X)+c(2X2-1)=0

Par identification, on obtient :

b+2c=0 b— —924
2a+b=0 <:>{ B
c=a
a—c=0
En particulier, si 'on choisit a =1,ona:b=—-2et c=1. D’ou:

(2X4+1)—2(X?2+X)+(2X2-1)=0
Conclusion. La famille % = (2X + 1, X% + X,2X? — 1) est une famille liée de K[X].
3/ Considérons 73 = (X2, X? — X, X% — 2X).
Supposons qu’il existe trois réels a, b et c tels que :

a(X?) +b(X? - X)+¢(X?-2X) =0

Par identification, on obtient :

{ a+b+c=0=0 <:>{ a=c
—b—2c=0 b= —2c
En particulier, si 'on choisit c=1,ona:b=—-2et a =1. D’ou :

X2 -2(X?-X)+(X?-2X)=0
Conclusion. La famille %3 = (X2, X2 — X, X? — 2X) est une famille liée de K[X].

4/ Considérons .-#4 = (L1, Lo, L3, Ly) ot les L; sont les polynomes (de degré 3) d’interpolation de Lagrange associés
aux valeurs 1, 2, 3 et 4.
Supposons qu’il existe quatre réels aq,..., a4 tels que :

OZ1L1 + OéQLQ + 043L3 + Oé4L4 =0

=p
Par évaluation en 1, on obtient : aq = 0 (puisque P(1) = a1).
Par évaluation en 2, on obtient : ag = 0 (puisque P(2) = «a2).
Par évaluation en 3, on obtient : ag = 0 (puisque P(3) = as).
Par évaluation en 4, on obtient : ay = 0 (puisque P(4) = ay).

Ainsi :
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[Oqu + aolo + asls + agly = 0} — [041 =g = Q3 = Q4 = O]

Conclusion. La famille .#y = (Ly, Lo, L3, L4) est une famille libre de K[X].

EXERCICE 4. — (Bases de sous-espaces vectoriels de M, (K)). Déterminer une base de chacun des
sous-espaces vectoriels suivants :

1/ Fi = {A € My(R), tA=A}.

La famille {E11, Eag, E12 + Eo1} est libre et génératrice de F;.
Conclusion. La famille {E11, Fas, E12 + E21} est une base de F;. Donc dim(F;) = 3 (F; est un hyperplan de
M3 (R)).

2/ Fy = {A € MQ(R), tA = —A}

La famille {E19 — Ea1} est libre et génératrice de Fs.

Conclusion. La famille {Ej2 — E2;} est une base de F». Donc dim(Fy) = 1 (Fy est une droite vectorielle de
Mz(R)).

3/ Fy={A€ M3(R), tA=A}.

La famille {E11, E9g, Es3, F12 + Fa1, E12 + Ea1, E15 + E51, Eag + E32} est libre et génératrice de Fy.
Conclusion. La famille {E11, Fa2, F33, E12 + Ea1, E12 + Eo1, E13 + E31, F23 + E32} est une base de F3. Donc
dim(F3) = 6 (F3 est un sev de dimension 6 dans un espace vectoriel de dimension 9).

4/ Fy={A e M3(R), tA=—A}.

La famille {E12 — Ea1, E13 — E31, E23 — E32} est libre et génératrice de Fy.
Conclusion. La famille {E12 — Ea1, E13 — E31, Fa3 — E32} est une base de Fy. Donc dim(Fy) = 3 (Fy est un sev
de dimension 3 dans un espace vectoriel de dimension 9).

5/ Fs ={A € M, (R), A diagonale }.

La famille {E11, Eaa, ..., Enpn} est libre et génératrice de F.
Conclusion. La famille {E}1, Eas, ..., E,y,} est une base de F5. Donc dim(F5) = n (F5 est un sev de dimension n
dans un espace vectoriel de dimension n?).

EXERCICE 5. — (ker et im). On considére 'application f:R* — R? définie en posant :
ac m 2r+y+ 2
v Z € RY, ! Z =| z+y+t
¢ ‘ rt+z—t

On admet que f est linéaire.

1/ Déterminer le noyau de f. En préciser une base et la dimension.

20 4+y+z =

0 20 +y+2z = 0 o4 _t

Soit7:(x,y,z,t)ekerf.Ona: r+y+t = 0 <— r+y = —t <:>{x+z B ;

r+z—t = 0 r+z =t

— Yy = -t

z = t—x

1 0

Enrésumé:7€kerf<:>3(z,t)ERQ,7:(x,—x—t,t—a:,t).Parsuite: ker f = Vect _1 , _11
0 1

oy v}

La famille (ﬁ, 175) est génératrice de ker f (c’est ce que l'on vient de prouver) et libre (W et 11_5 sont clairement

non colinéaires) ; c’est donc une base de ker f, et I’on peut conclure que : [ dimker f = 2|.
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2/ Déterminer I'image de f. En préciser une base et la dimension.

En vertu de la “propriété bien connue”, on a : im f = Vect (f (1), f (€3), f (€3), f (e1)), ou les vecteurs e;

constituent la base canonique de R*.

2 1 1 0
On a donc : im f = Vect 11,1 1,1 0|, 1 et ’embarras du choix pour réduire cette
1 0 1 -1
w1 w3 wh w}
famille génératrice.
2 1 1
En observant (par exemple) que : wh = wh — ’U_))g, on obtient : im f = Vect 11,111,160
1 0 1
w1 w2 w3
1 1
Puis en observant que : wi = wh + u73>, on peut affirmer que : im f = Vect 1 1,10
0 1

La famille (175 , u73>) est génératrice de imf (c’est ce que l’on vient de prouver) et libre (172) et w3 sont clairement

non colinéaires) ; ¢’est donc une base de imf, et I’on peut conclure que : .

EXERCICE 6. — (Bases). On considére la famille Z = (M;, M2, M5, My) de M2(K), ot 'on a posé :
1 -1 11 0 -1 0 0
m=(o o ) = Tg ) (T ) = (5 Y)
Montrer que % est une base de My (K).

Montrons que la famille %’ est libre.
Soient a, b, c et d quatre réels tels que aMy + bMs + cM3 + dM, = O, alors :

b=ua a=0

a—>b b—a—-c\ (00 b=a+c b=0
(c—b—d d—c )‘(o 0)‘:’ c=b+d ) c=0
c=d d=0

11 s’ensuit que la famille %’ est libre; et puisque son cardinal (4) est égal & la dimension de E, on peut conclure :
| A’ est une base de E |
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EXERCICE 7. — (Bases et dimension). On considére application ¢ : K3[X]| — K3[X] définie en posant :

1

2/

3/

VP e Ks[X], o(P)=P(X +1)— P(X)

Montrer que ¢ est linéaire.

Trivial.

Déterminer ker ¢ et im .

Soit P € K3[X]. Il existe quatre réels a, b, c et d tels que : P = aX?® +bX? +cX +d.

On a alors :

Pekerp e o(P)=0+= P(X+1)=P(X) = a(X+1)?+b(X+1)*+c(X +1)+d = aX?>+bX?+cX +d
«— aX?+3aX?>+3aX +a+bX?2+2X +b+cX+c+d=aX?>+bX?+cX +d

—aX?+ Ba+b)X?*+Ba+2b+c) X +a+btc+d=aX>?+bX?*+cX +d

a=a
3a+b="»b

= 3a+2b+c=c¢c
at+b+ct+d=d
a=20

— b=0
c=0

Par suite :

Pekerp+<= 3Jde K, P=d
Conclusion. ker ¢ = Vect (1).

Par ailleurs :

K3[X] = Vect(1, X, X?, X?) donc imep = Vect(p(1), p(X), p(X?), p(X?))
Dot : imp = Vect(0,1,2X + 1,3X? +3X + 1). Conclusion. imp = Vect(1,2X +1,3X% +3X + 1).

Préciser une base pour chacun des sev ker ¢ et im ¢, en déduire leur dimension.
D’aprés la question précédente : ker ¢ = Vect (1). Donc {1} est une base de ker ¢. .
Conclusion. {1} est une base de ker ¢. Donc dim (ker ) = 1.
D’aprés la question précédente : imp = Vect(1,2X +1,3X2 + 3X + 1). Donc {1,2X +1,3X%2+3X + 1} est
une famille génératrice de ime.
Montrons qu’elle est libre.

Supposons qu’il existe 3 réels x, y et z tels que :
r+y2X +1)+283X2+3X +1)=0

Alors par identification on obtient : z =y = 2 = 0.2
On en déduit que la famille {1, 2X +1,3X%2+3X + 1} est libre.

Conclusion. La famille {1,2X + 1,3X? + 3X + 1} est libre et génératrice de imy. C’est donc une base de
imep. Donc dim (imyp) = 3.

1. Un singleton {7} est une famille libre SSI ¥ est non nul.

2. Comparer les termes en X2, puis en X puis constants.
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EXERCICE 8. — (Bases et dimension). Dans chacun des cas suivants, on demande de déterminer une base
du sev F, et d’en déduire la dimension de F.

1

2/

3/

4/

F={Ae Ms(R), tr(A) =0}

La famille .# = {Ei1, E19, E13, Eo1, Eaa, Eo3, E31, Eso, — (E11 + Ev12 + Evg + Eo1 + Eaa + Eo3 + Es1 + E32)}
est génératrice de F, et libre.

Donc .# est une base de F. Conclusion. dim F' = 8. (on dit que F est un hyperplan de M3(R).

Le sev F' des fonctions f de €°(R, R) solutions de I’équation différentielle : 3y’ — 6y =0

F = Vect (eXpG). Donc : F = {expﬁ} est une base de F'.
Conclusion. dim F' = 1. (on dit que F' est une droite vectorielle de (R, R).

F={PeKyX]|P(1)=0A P'(1) =0}

D’apres la formule de Taylor dans K4[X] appliquée en 1 : F' = Vect ((X — 1)2, (X —1)% (X — 1)*).

La famille .# = {(X —1)%, (X — 1)?,(X — 1)*} est génératrice de F, et il est aisé de justifier qu’elle est libre.?
Conclusion. dim F' = 3.

F =ker ¢ avec ¢ : P € Ky[X] — (P(0), P'(0)) € R?

C’est un copier-coller de la question précédente. On a : ker p = {P € Ko[X]| P(0) =0A P’ (0) = 0}.

Conclusion. La famille {XQ} est une base de F. Donc dim F' = 1. (on dit que F' est une droite vectorielle de
Ko [X])).

3. Utiliser les degrés, et le corrigé des exos de math39 au besoin.
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EXERCICE 9. — Dans cet exercice, on note £ = €° (R, R).
Par ailleurs, on définit sur R trois fonctions g;, g2 et g3 en posant :
g1:x6R|—>e2z; gg:.TER'—)e_xCOS(.T\/g) et ggza:ER»—>e_rsin(x\/§)
Enfin on note F le sev de E engendré par les fonctions g; définies ci-dessus, cad :
F = Vect (g1, 92, 93)
Montrer que la famille # = {g1, g2, 93} est une base de F.

3
Supposons qu’il existe 3 réels aq, as, as tels que : Z a;g; = 0.
i=1
Il est équivalent d’écrire que :
Voe R, arg1(x) + azga(z) + asgs(x) =0

soit encore plus explicitement :

Ve R, a1e?® + ase™* cos (a:\/g) + aze” " sin (x\/g) =0 (M)

1l est clair que : lim e™* cos (x\/g) =0et lim e “sin (x\/g) =0.*

z—>-+00 z—>+o0
On en déduit, avec (#) que : a:gn-il-oo a1e*® = 0. Ceci implique que : o = 0.
Par suite :

Vo€ R, ase " cos (2v3) + aze “sin (zv/3) =0
Par évaluation en 0, on en déduit que : as = 0.
Par suite :

Ve R, age”"sin (x\/g) =0

D’ou l'on déduit que ag = 0 puisque la fonction x — e~ sin (1:\/3) n’est pas identiquement nulle.

En résumé, on a établi que :
3
[Zaigi = 0] = [ =az = a3 =0
i=1

Ce qui signifie que la famille {g1, g2, g3} est libre.
Puisqu’il est trivial que c’est également une famille génératrice de Vect (g1, g2, g3), on peut conclure.

Conclusion. La famille {g1, g2, g3} est une base de F' = Vect (g1, g2, g3). Donc dim F' = 3.

EXERCICE 10. — ) (Une famille libre arbitrairement grande dans ¢> (R,R)). Soient n > 1 un entier
naturel, et (aq,...,a,) n réels distincts ; on suppose a1 < ag < -+ < ay,-

On considére la famille F,, = (fy : x — e**, k €[ 1,n ]). Montrer que F,, est une famille libre de ¥ (R, R).

S’inspirer de ’exo précédent, et penser aux limites. ...

EXERCICE 11. — Dans R[X], on considére la famille de polynomes

F=A(X-1D(X-2)(X-3),X(X-2)(X-3),X(X-1)(X-3,X(X-1)(X-2)

=P, =P =P, =Py

Montrer que .% est libre.

Supposons qu’il existe quatre réels aq,..., a4 tels que :

061P1+042P2+013P3+OZ4P4:0

=P

4. Bornée X limite nulle.
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Par évaluation en 0, on obtient : a; = 0 (puisque P(0) = —6ay).
Par évaluation en 1, on obtient : ag = 0 (puisque P(1) = 2as).
Par évaluation en 2, on obtient : ag = 0 (puisque P(2) = —2a3).
Par évaluation en 3, on obtient : ay = 0 (puisque P(3) = 6ay).

Ainsi :
[alPl + ao Py + a3 P34+ ay Py = 0] - [Oél = Q2 = Q3 = Qg = 0]

Conclusion. La famille .# = {P;, P», P53, P,} est une famille libre de K[X].

Remarque. A des constantes multiplicatives prés, la famille .% = {P;, P2, P5, P4} est celle des 4 polynomes de
Lagrange de K3[X] associés aux scalaires 0, 1, 2 et 3. C’est une autre fagon de dire que cet exo est le méme que la
question 4 de I’'exo 1 de la feuille précédente.

EXERCICE 12. — (Transport de bases). Soient F et F' deux K-ev, ¢ : E — F un isomorphisme de E
dans F, et 2 = {v1,...,0,} une base de E.

On note o(B) = {p (v7),...,¢(v1)} l'image de & par ¢.
Montrer que ¢(%) est une base de F.

On prouve ainsi I’énoncé :

“L’tmage d’une base par un isomorphisme est une base”

Cf pdf.
EXERCICE 13. — (Familles échelonnées de polynémes). Soit n € N*.
Dans K[X], on considére n polynémes Pi,. .., P, tous non nuls.

On suppose que :
deg (Py) < deg (P2) < --- < deg(P,)

Montrer que la famille # = (Py,--- , P,) est libre.
On prouve ainsi l’énoncé :

“Toute famille échelonnée de polynomes est libre”

Cf pdf.

EXERCICE 14. — (Challenge). Soit 7 un entier naturel non nul. Montrer que ’application

[ Ry [X] ———Rn[X]

P——P+XP
est bijective (on pourra admettre que f est linéaire).
Soit P € R,[X].Ona: P€ kerf < f(P)=0<= P=—-XP".
On vérifie alors sans peine (essentiellement par comparaison des degrés) P € ker f <= P = O, [x].
Par suite : ker f = {ORW, [X]}. Donc ’endomorphisme f est injectif.
Par ailleurs, d’aprés le cours :
imf = Vect (F) en ayant noté F={f1), f(X),.... f(X™)}
Or pour tout entier k compris entre 0 et n, on a clairement :
deg(f(X")) =k
En d’autres termes, la famille .# est une famille échelonnée de polynomes. Elle est donc libre, d’aprés I’exo précédent.
Comme de plus :
card (#) = dim (R, [X])

on en déduit que .# est une base de R, [X].
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Par suite :
imf = Vect (F) = R, [X] Donc ’endomorphisme [ est surjectif.

Conclusion. L’endomorphisme f est bijectif. C’est donc un automorphisme de R, [X] (f € GL (R,,[X])).

EXERCICE 15. — (Une base classique de K, [X]). Soient n un entier naturel non nul, et o € K un scalaire
quelconque.

On considére la famille
B = {1,X—a,(X—a)2,...,(X—a)"}

On se propose de prouver de deux maniéres différentes que % est une base de K, [X].

1/ Justifier que % est une famille libre de K,,[X]. En déduire que c’est une base de K, [X].
La famille Z est une famille échelonnée de polynomes non nuls : a ce titre, c’est une famille libre de K, [X].
De plus : card (%) = dim (K,,[X]).
Conclusion : % est une famille libre de K,,[X], et card (#) = dim (K, [X]). Donc % est une base de K, [X].

2/ Justifier que & est une famille génératrice de K,,[X]. En déduire que c’est une base de K, [X].

D’apreés la formule de Taylor dans K,,[X] appliquée en « :

VPe K,X], P= En: % (X —a)f = P(a)+P’(a)(X—a)+PH2(a) X—apt - P (e
k=0 ’

n!

D’ou : K, [X] = Vect (£). La famille £ est donc génératrice de K,,[X].
De plus : card (#) = dim (K, [X]).
Conclusion : # est une famille génératrice de K, [X], et card (#) = dim (K,,[X]). Donc £ est une base de

K, [X].
EXERCICE 16. — (Une autre base classique de K,[X] — Polynémes interpolateurs de Lagrange).
Soit n un entier naturel non nul.
On considére (n + 1) scalaires ap,. . ., a, deux & deux distincts.
On note Ly,..., L, les (n + 1) polynomes interpolateurs de Lagrange associés aux scalaires aq,. .., Q.

1/ Question de cours : rappeler expression du polynéme Lj pour tout k €[ 0,n ].

A savoir retrouver!!!

- X—ai
Vke[0o,n], Li= H ((aa))
i=0,itk P

2/ Etablir que la famille = {Lq, ..., L,} est une base de K, [X].
Méthode 1. Pour tout polynome P € K, [X], on a :

P= Z P(oy) Ly,

k=0
D’ou : K,,[X] = Vect (#). La famille % est donc génératrice de K, [X].
De plus : card (%) = dim (K,,[X]).

Conclusion : Z est une famille génératrice de K,[X], et card (%) = dim (K,,[X]). Donc % est une base de
K[ X].
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» Méthode 2. Supposons qu’il existe (n + 1) scalaires fy,. .., B, tels que :
Z BrLi = Ok, [x]
k=0

Alors :

Vie[0n], Y BrLi(a;)=p5=0

k=0
—51k

On a ainsi établi que :
[Z BrLy = OK”[X]] = [Vie[0,n], Bi=0]
k=0

Ce qui signifie que % une famille libre de K,,[X].
De plus : card (#) = dim (K, [X]).

Conclusion : # est une famille libre de K, [X], et card (#) = dim (K,,[X]). Donc £ est une base de K,,[X].

EXERCICE 17. — (Supplémentaires).

carrées de taille 2 & coeflicients réels.
On pose F' = Vect (I), et on note G le sev des matrices de E de trace nulle.

1/ Déterminer la dimension de F et la dimension de G.

Comme on I’a vu dans le live, il est immédiat que dim F' = 1 et on montre aisément que dim G = 3.

2/ Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.
On vérifie sans difficulté que FNG = {OMQ(R)}. Par suite :

dim F + dim G = dim M3 (R)
FNG={0mm}

On en déduit® que :

My(R) = F G

EXERCICE 18. — (Supplémentaires bis). Dans E = Ky[X] on considére les sev
F=Vect (X?+ X +1, 5X +2) et G=Vect(X?—X).

On pourranoter Pp = X2+ X +1; P, =5X+2; P3 = X2 - X.

1/ Etablir que : FNG = {OKz[X]}.

Soit P € K3[X]. Supposons que P € F'NG. Alors il existe trois réels a, b et ¢ tels que :

P=a(X?+X+1)+b(5X+2)(car PE F) et P=c(X*-X) (car P € G)

Ainsi :
a(X?4+ X +1)+b56X +2) =c(X?-X)
Par identification on obtient :

a =cC a==c a =cC

a+5b=—c <— 20 +5b=0 <+ 20 +5b=0 <

a+2b=0 a+20=0 b=0

5. Avec la nouvelle caractérisation des sev supplémentaires obtenue comme conséquence du T4D.

Dans cette partie, E désigne le R-espace vectoriel Ma(R) des matrices
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Dott P = O, [x]- Conclusion. FNG = {OKQ[X]}

2/ En déduire que : E=F®aG.
Puisque F' est engendré par deux polyndmes non colinéaires, on a : dim F' = 2.
Puisque G est engendré par un polynéme non nul, on a : dimG = 1.

Par suite :

dimF +dimG =dmE  (2+1=3 @)

FNG= {OK2 [X]} (d’apres la question précédente)
On en déduit ¢ que :

Ky[X] = FEPG

3/ Justifier que B’ = { Py, P2, P3} est une base de Ky[X].
D’aprés la question précédente, on a en particulier : Ko[X] = Vect (P, Py) + Vect (Ps).
D’ou : Ky[X]| = Vect (Py, Pa, Ps).
Il s’ensuit que la famille &' = { Py, P», P3} est une famille génératrice de Ko[X].

De plus, le cardinal de %’ est égal a la dimension de K5[X]. On peut donc conclure que %’ est une base de
Ko [X].

EXERCICE 19. — On considére les sev de R* suivants :
F:{(x,y,z,t)6R4, z+y=0 et z—|—t=0} et G:{(x,y,z,t)6R4, r=1y et z=t}.

1/ Déterminer une base de F', puis une base de G.

Des calculs sans aucune difficulté” permettent d’obtenir :

1 0 1 0
-1 0 1 0
F = Vect 0 , 1 et G = o |l 1
0 -1 0 1
——
o7 v} v} o4

La famille {v{, 03} (resp. {v3,v4}) est donc génératrice de F (resp. de G).
En outre, cette famille est libre car elle est constituée de 2 vecteurs trivialement non colinéaires.

Conclusion. La famille {07, 03} (resp. {v3,v4}) est une base de F (resp. de G).

2/ Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires de R*.
Il résulte de la question précédente que dim F' = dim G = 2.
%
On vérifie sans peine que : FNG = { 0 R4}.
Ainsi :
dim F + dim G = dimR*
o =R =FPG
Fn G — { 0 R4}

Conclusion. F et G sont des sous-espaces supplémentaires dans R%.

6. Encore une fois avec la nouvelle caractérisation des sev supplémentaires obtenue comme conséquence du T4D.
7. Donc extrémement dangeureux !
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EXERCICE 20. — Dans E = R3[X], on considére la partie F' constituée des polynomes P tels que P(1) = P(—1).

1/ Montrer que F est un sev de E, en déterminer une base, et en déduire la dimension de F.

Soit P € R3[X]:3(a,b,c,d) € RY, P =aX3+bX?+cX +d.
Alors: Pe F<= P(l)=P(-1)<=a+b+c+d=—-a+b—c+d<=c= —a.

Par suite :
Pe F+<=3(abd) e R} P=a(X?-X)+bX?+d<= Pc Vect (X? - X, X% 1)
Ainsi :
F = Vect (X* — X, X?,1)
La famille {X® — X, X? 1} est génératrice de F (archi-trivial), et puisque c’est une famille échelonnée de

polynomes, elle est libre. C’est donc une base de F.

Conclusion. La famille {X3 - X, X2 1} est une base de F. Donc : dim F' = 3.

2/ Soit G = Vect(X). Montrer que : E=FPQG.
D’apreés la question précédente : dim F' = 3.
D’apreés le cours : dim R3[X] = 4.
En outre : dim G = 1, puisque G est engendré par un polynéme non nul.
Par ailleurs, on vérifie sans peine que : FNG = {OR3 (X] }
Ainsi :
dim F' + dim G = dim R3[X]

L Ry[X] = FC
FnG = {OR?,[X]}

Conclusion. F et G sont des sous-espaces supplémentaires dans R3[X].

EXERCICE 21. — (Trés trés classique). Soit n un entier naturel non nul. Montrer que ’endomorphisme
[ K [X] —— K, [X]
P—-P- P
est un automorphisme de K, [X].
Un polynoéme P est dans le noyau de f si et seulement si P = P’. Par comparaison des degrés, cette égalité est
vérifiée si et seulement si le polynéme P est nul. On en déduit que ’endomorphisme f est injectif.
Par ailleurs :

imf = Vect (f(1), f(X),..., f(X")) < imf = Vect (1, X —1,..., XF —kX*1 . X" —nXxX"1)

La famille {1, X —1,..., X" — kX" 1 ... X" —nX""'} est une famille échelonnée de polynémes non nuls de
K, [X]; & ce titre elle est libre. Comme en outre son cardinal (n + 1) est égal a la dimension de K,[X], c’est une
base de K, [X]. On en déduit que :

imf = Vect (1,X —1,..., Xk Xk X — nX"_l) =K,[X]
Il s’ensuit que I’endomorphisme f est surjectif.
Donc I’endomorphisme f est bijectif.

Conclusion. L’endomorphisme f est un automorphisme de K, [X].
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EXERCICE 22. — (Conséquence du “transport de bases”). Soient E et F' deux K-ev.

On suppose que dim(E) = n, et que E et F sont isomorphes (cad qu’il existe un isomorphisme ¢ : E — F de E
dans F').

Etablir que dim(F) =n

On prouve ainsi l’énoncé :
“Deur ev de dimension finie isomorphes ont la méme dimension.”

Soit, B = {U_>1, e v_n>} une base de F, et ¢ : E — F un isomorphisme de E dans F.

On montre facilement que la famille ¢ (#) = {¢ (v1),...,¢ (0,)} est génératrice de F (en utilisant le fait que 2
est une base de F, et la surjectivité de ¢), et libre (en utilisant I'injectivité de ). 8

Donc la famille ¢(#) est une base de F. Par conséquent : dim F' = card (¢(4)).

Conclusion. dim(F) = n.

| COORDONNEES DANS UNE BASE, MATRICE DE PASSAGE|

EXERCICE 23. — (Coordonnées dans R3[X]).

Quelles sont les coordonnées de P = X3 +2X2 — X + 1 dans :

1/ la base canonique %, = (1, X, X2, X?) de R3[X]?

Avec les notations du cours, il est immédiat que : X5, =

2/ labase % = (1,X = 1,(X = 1)*,(X = 1)°) de Ry[X]?

D’apres la formule de Taylor dans R3[X] appliquée en 1, on a :

P(1)
P'(1) .
X,@,_, = P”(l)/2 cad Xap, =

Pl//(1>/6

— Ot Oy W

3/ la base B3 = (Lo, L1, Lo, L3) de R3[X], ou les Ly désignent les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés
aux réels 0, 1, 2 et 37

D’aprés les propriétés relatives aux polynoémes interpolateurs de Lagrange, on a :

P(0) 1
| P ; _| 3
Xz, = P(2) cad Xz, = 15
P(3) 43
EXERCICE 24. — (Matrice de passage). On considére la famille B’ = (Py, P, P3) avec :
P =X2_1; P = (X —1)% Py = (X +1)°

1/ Etablir que la famille B’ est une base de Ro[X].
Soient a, b et c trois réels tels que : alPy + 0P; + cP3 = Op,[x]-

Alors :

a(X? = 1)+ b(X —1)® + ¢(X + 1)? = Op,[x]

8. Au passage, c’est une magnifique question de cours!
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Par évaluation en 1, on en déduit que : ¢ = 0.

Donc :
a(X? = 1)+ b(X — 1)? = Op,[x]
Par évaluation en —1, on en déduit que : b = 0.
Donc :
a(X?-1)= Or,[x]
Dot : a =0.

On a ainsi établi que :

[aP1+bP2+cP3:0R2[X]] :>[a:b:c=0]

La famille B" est donc libre. Puisqu’en outre son cardinal est égal & la dimension de Ry[X], on peut conclure :
B’ est une base de Ry[X].

2/ Ecrire la matrice de passage P de la base B & la base B'.

-1 1 1
La matrice de passage de la base B a la base B est: P= Pgp = 0o -2 2
1 1 1
3/ Aprés avoir briévement justifié que P est inversible, calculer P~1.°
Soient (x,y, z) et (by,ba,bs) dans R3.
T by —r+y+z=>0b0 r=y+z—b
Ona:P| y | =| b | <= 2y+2z2=0 = —2y+2z=b
z b3 T4+y+z=0bs 2y + 2z =0by + b3
x:y+z—b1 x:(bg—bl)/Q
< dy =by — by + b3 <— y:(b17b2+bg)/4
4Z:b1+b2+b3 Z:(b1+b2+b3)/4
1 -2 0 2
Conclusion. P~! = 1 1 -1 1
1 1 1
EXERCICE 25. — (Changement de base) Dans cet exercice, on considére l'espace vectoriel E = My (K)

des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K = R ou C.

On rappelle que la base canonique de F est la base & = (E11, F12, E21, Ea2) avec :
1 0 0 1 0 0 0 0
E11—(0 0), E12—<00>, E21—<1 0), E22—<0 1)

1
9. On pourra vérifier que P~! = 1 R, ot R € M3(R) est une matrice dont les coefficients appartiennent & {—2,—1,0,1,2}.
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1/ On considére la famille &' = (M;, Ma, M3, My) de M2(K), ot I'on a posé :

1 -1 -1 1 0 -1 0 0
(o o) (S )s e (V5 )s e ()

Montrer que %’ est une base de Mz (K).

—_

Soient a, b, c et d quatre réels tels que aM; + bMs + cMs + dMy = O, alors :

b=a a=0

a—b b—a—-c) (00 b=a+c b=0
(c—b—d d—c )_<O 0){:) c=b+d =\ ¢=0
c=d d=0

11 s’ensuit que la famille %’ est libre ; et puisque son cardinal (4) est égal a la dimension de F, on peut conclure :

A’ est une base de E.
2/ Ecrire la matrice de passage P = Pgz de la base £ A la base #'.

1 -1 0 0
-1 1 -1 0
o -1 1 -1
0 0o -1 1

Ona:ngg;/:

3/ Justifier briévement que P est inversible, et calculer P~

La matrice P est inversible car c’est une matrice de passage.

Calculons son inverse en résolvant le systéme linéaire bien connu. Pour X et B deux vecteurs de K* on a :

T — T2 = b1 To = —b3 — b4
PX = B -1 + T2 — I3 = by — Ty = by —b3—by
— X2 + XT3 — T4 = bg Trs = 7b1 — b2
— x3 + x4 = by Ty = —by—by+by

1 0o -1 -1

Conclusion : P est inversible et P~! = Py oy = 0 0 -1 -1

-1 -1 0 0
-1 -1 0 1
EXERCICE 26. — (Coordonnées dans R3).
On note & = (e_f7 e, E;)) la base canonique de R3.
1 0 0
Juste pour o6ter tout doute : e , e = 1 etes=|( 0
0 0 1
On pose :
U =e3+2e, ub=el+2e+3e5, ui=ef—e+e3
et on désigne par %’ la famille (17{, 175, 173>)
1/ Montrer que %’ est une base de R3.
%
Soient a, b et ¢ trois réels tels que : alt; + bbb + cuy = 0. Alors :
b+c = 0 a+2b—c = 0 at+2b—c = 0 a = 0
a+2b—c = 0 <= b+c = 0 = b = —c = b = 0
20+3b+c = 0 b—3¢ = 0 4c = 0 c = 0

On en déduit que la famille (17{, 3, 173) est libre. Puisque son cardinal est égal & la dimension de R?, c’est une

base de R3.
— = —

Conclusion. La famille (uf, u3,u3) est une base de R3.
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2/ Ecrire la matrice de passage de la base % a la base #’'.

1 1
2 -1
3 1

La matrice de passage de la base % a la base B’ est : Pgg = P =

N = O

3/ On pose 7 = 2¢] + e — e3. Quelles sont les coordonnées de 7 dans la base %' ?

Notons X (resp. X) le triplet des coordonnées de V dans la base 2 (resp. H#').

D’aprés le cours :
Xz = Pop Xz

D’aprés ’énoncé et la question précédente, on a :

2 0 1 1
ng: 1 et nggg/:P: 1 2 -1
-1 2 3 1
D’aprés le cours de nouveau, on a : Pgr g = ngég, =p1
Or, pour X = (21, 72,73) et B = (by,by,b3) € R3 on a :
To+x3 = b1 2x1 +3x2 +x3 = b3
[PX:B]<:> r1+ 209 —x3 = by <— ro+1x3 = by
2¢1 +3x2+x3 = b3 T + 229 — T3 by
2r1 + 312 +1x3 = b3 201 +3x0 +23 = b3
< ro+1x3 = by <~ ro+x3 = by
1’2—31’3 = 2b2—b3 41’3 = b1—2b2+b3
5 1 3
: = ——bi—=b -b
Ty 1175 2+4 3
3 1 1
— = -b —b ~b
T2 1 1+2 2= ;03
1 1 1
= -b —b -b
T3 1175 2+4 3
1 -5 -2 3
D’oﬁ:P*1:Z 3 2 -1
1 -2 1
Par conséquent :
1 -5 -2 3 2 1
Xa = Z 3 2 -1 1 <— Xy = 1 1
1 -2 1 -1 —1
—15
Conclusion. X g =1 9



