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CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N’11 — 13 MAI 2023 I

EXERCICE 1 — | (PROBABILITES - EXTRAIT DE CCINP 2021)

On fixe un couple d’entiers (b,r) € N* x N*. On suppose que 1'on dispose d’un stock illimité de boules
blanches et de boules rouges, et on considére une urne contenant initialement b boules blanches et r boules
rouges indiscernables au toucher. On procéde a des tirages successifs dans cette urne en respectant a chaque
fois le protocole suivant :

> si la boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans I'urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;

> si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans I'urne et on ajoute une boule rouge supplé-
mentaire.

Le but de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du n-iéme tirage.

Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire égale & 1 si la boule tirée au n-iéme tirage est
blanche, 0 si la boule tirée au n-iéme tirage est rouge. On considére également la suite de variables aléatoires
réelles (S, )nen définie par :

So=b et Vne N Sn:b+ZXk
k=1

On rappelle que si E et F' sont deux événements avec P(F') > 0, on définit la probabilité conditionnelle de
E sachant F' (notée Pp(E) ou P (E|F)) par :

P(ENF)

PARTIE I — PRELIMINAIRES

1. Déterminer la loi de Xj.

D’aprés I’énoncé, X, est égale a 1 si la boule tirée au premier tirage est blanche, 0 si cette boule est
rouge. Donc : X;(Q2) = {0,1}

En outre, puisque 'urne contient b boules blanches, et (b + r) boules au total, et que ces boules sont

et P(X, =0) = —

+r b+r

indiscernables au toucher, on a : P(X; =1) = 2

. Donc X7 suit la loi de

b
CONCLUSION. X;(Q2) = {0,1}; P(X; =1) = = et P(X; =0) = =
T T

Bernoulli de paramétre .
+r
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2. Calculer P (X3 =1|X; =1) et P (X3 = 1/X; = 0). En déduire la loi de Xs.

D’apreés ’énoncé, X, est égale a 1 si la boule tirée au second tirage est blanche, 0 si cette boule est rouge.
Donc : X5(2) = {0, 1}.

Si X; =1, une boule blanche a été tirée au premier essai. Avant le deuxiéme tirage, I'urne contient donc

b+1
(b+ 1) boules blanches et r boules rouges. Donc : P (Xy =1|X; = 1) = bl

Si X7 = 0, une boule rouge a été tirée au premier essai. Avant le deuxiéme tirage, l'urne contient donc b

boules blanches et (r 4+ 1) boules rouges. Donc : P (Xy = 1|X; =0) = [E—E
r

D’apreés la formule des probabilités totales :

P(X;=1)=P(X,=1X;=1)x P(X; =1)+ P (X = 1|X; = 0) x P(X; = 0)

b+1 b b r
— P(Xy=1) =
e =1 = o "ot S by
b(b+ 1)+ br b(b+7r+1)
= P(Xy=1)= =
=)= G G D6+
Dot : P(Xp = 1) = —
v SR
. L b r
PulsqueXg(Q):{0,1},0nendedu1tque:P(X2:O):1—P(X2:1):1—b+rzb+r.

b
CONCLUSION. X5(Q) = {0,1}; P(X, = 1) = = et P(Xy =0) = b—: . Donc X, suit la loi de
r r

Bernoulli de paramétre .
b+r

3. Soit n € N*. Que représente la variable aléatoire S, 7 Quel est ’ensemble des valeurs prises par la variable
aléatoire S,, 7

D’aprés I'énoncé, S, est le nombre de boules blanches dans 'urne & I'issue du n-éme tirage.

Toujours selon I'énoncé : S, (2) =[ b,b+n ].

PARTIE II — LoI1 DE X,

Dans cette partie, on considére n € N*,

4. Pour tout k € [ b,n+b], calculer P (X, 11 = 1|S, = k).

Si S, = k, I'urne contient a Iissue du n-éme tirage (b + r + n) boules, dont exactement k sont blanches.

k

CONCLUSION. Vk €[ b,n+b], P(Xpp1 =15, =k) = brrin
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5. A l'aide de la formule des probabilités totales, établir que :

E (5n)

P =1) =372

Puisque S, (Q2) =[ b,b+ n ], la famille d’événements {S, =k, k €[ b,n+ b ]} est un systéme complet
d’événements. Il est donc légitime d’appliquer la formule des probabilités totales pour obtenir :

n+b n+b
P(Xpp1=1)=) P(Xpp1 =108, =k) =Y P (Xpp1 = 1|5, = k) x P(S, = k)

k=b k=b

1 n+b

= ——— P —=
b+r+nzkx (Sn = k)
k=b
n+b

Or:E(S,) =Y kxP(S,=k).
k=b

E (Sn)

CONCLUSION. P(X,,1=1)= [
r n

6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de paramétre pour tout n € N*.

b+r

Pour tout n € N*, notons P(n) assertion : “X,, suit la loi de Bernoulli de paramétre n
r

L’assertion P(1) est vraie, selon la question 1.

Supposons a présent P(n) vraie pour un certain n € N*. D’aprés la question précédente et par linéarité
de 'espérance, on a :
E (S,) E(S,1+X,) E(S,1) E(X,)

(Xnsr=1) b+r+n b+r+n b+7’+n+b+r+n(‘)

Or:E(S,_1)=0b+r+n—-1PX,=1)= (b+r+n—1)b

(%) (la premiére égalité provenant de la

b+r
question précédente, la seconde de ’hypothése de récurrence).
b
De plus : E(X,) = by (V) puisque par hypothése de récurrence X, suit une loi de Bernoulli de
r

paramétre b/(b+ ).
D’aprés (M), (d) et (©), on a :

. (b+r+n—1)p b (b r+mn)p b
P =D = bt rrn) TG0 Grnbrrem  ber

En résumé : X,,11(Q2) ={0,1}; P(X,1 =1) = et P(X,41=0)=

" T Donc X,, 11 suit la loi de

Bernoulli de paramétre D’out P(n + 1) est vraie, ce qui achéve la preuve de I'hérédite.

b+1r

CONCLUSION. X, suit la loi de Bernoulli de paramétre 2 pour tout n € N*,

+7r
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EXERCICE 2 —

(SUITES ET ALGEBRE LINEAIRE - EXTRAIT DE E3A 2020).

On rappelle qu'une suite réelle u = (u,), .y est une application qui & tout entier naturel n associe un réel

Up,.

On appelle suite réelle indexée par Z (et on note u = (uy,), ) une application qui a tout entier relatif
n associe un réel u,.

On admet que I'ensemble E des suites réelles indexées par Z est un R-espace vectoriel.

L’endomorphisme identité de E sera noté idg.

On note ¢ l'ensemble des suites réelles * = (2,)necz indexées par Z telles que les sous-suites (x,),.y et
(_pn),cn convergent.

Enfin, on définit les applications S et T' de % dans E par :

et

Vee € Sx)==z2 avec VneZ, z,=x_,

Vee € T(x)=y, avec VYné€ Z, y, =Tp_1+ Tni1

1. Donner un exemple de suite non constante, élément de €.

1

Soit u la suite définie en posant : Vn € Z, u, = . Alors pour tout entier naturel n on a :

Uy = U_py =

1

n?+1

n2+1

En particulier, les sous-suites (), oy €t (U_n),c Sont convergentes (et ont pour limite 0).

CONCLUSION. La suite (

5 est un exemple de suite non constante appartenant a %.
n®+1 nez

2. Montrer que % est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel E.

Par définition de €, on a déja l'inclusion : ¢ C E.

Le vecteur nul de E, ¢’est-a-dire la suite nulle (0)

ne 7> appartient & 6 puisque les deux sous-suites extraites

de celle-ci convergent toutes deux vers 0.

Montrons & présent que € est stable par combinaison linéaire : soient © = (2, )nez €t Y = (Yn)nez deux
éléments de €, et soient A et u deux réels.

Puisque x et y sont dans %, les sous-suites (2, )ne N, (T_n)nenN, (Yn)nen €t (Y_n)nen sont convergentes, et
il existe donc 4 réels £, (_, V', et {'_ tels que :

lim z,=/¢,; lim z_,=/_; lim y,=/¢,; lim y,=1/¢_
n—-+00 n—-+00 n—-+00 n—-+0o00

Par opérations élémentaires sur les limites, on en déduit que :

lm Az 4 py)p =My +pl's et lim Az + py) = M_ + pul’'

n—-+00 n——+o00
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Ainsi la suite Ax + py appartient a 4. On en déduit que € est stable par combinaison linéaire.

CONCLUSION. % est une partie de E, contenant le vecteur Og nul de E, et stable par combinaison
linéaire : ¥ est donc un sous-espace vectoriel de F.

3. Prouver que si une suite x est dans %, alors elle est bornée.
D’aprés le cours, toute suite (définie sur N) convergente est bornée.
Soit z une suite de €. Par définition, les sous-suites (z,,)nen et (2_,)nen sont convergentes, donc bornées.
D’ou :

I(M, M )e R, VneN, |z, < My et |z_,| <M

Dot :Vn € Z, |x,| < max (M, M_). Ce qui assure que = est bornée.

CONCLUSION. Toute suite z de € est bornée.

4. Montrer que pour tout x de €, T'(x) est un élément de €.
Soit = une suite de € : notons y = T'(x).
Par définition de I'application T, on a : Vn € N, y, = T,_1 + Tpi1.

La suite = étant dans %, il existe deux réels ¢, et /_ tels que : lim =z, =/¢, et lim z_, =/_.
n—-4oo n—4o0o

D’aprés la propriété fondamentale des suites extraites, et par opérations sur les limites, on en déduit
que : lim y, =20, et lim y_, =20_.

n=+oo N 400
En particulier les sous-suites (yn)nen et (Y_n)nen extraites de y sont convergentes. Donc y € €.
CONCLUSION. Pour tout x de €, T'(x) est un élément de €.

5. Montrer que T est un endomorphisme de %. On admettra qu’il en est de méme pour S.

Soient x et w deux suites de €, A et u deux réels.
Notons X = T'(z) et W = T'(w), de telle sorte que :

VneZ, Xo=xp 14T, et W,=w, 1+ w1

Notons encore Z = T (Ax + pw). Par définition de 'application 7', on a :

Vne€ Z, Zn= v+ pw), |+ (Av+ pw), .1 = A1 + fiWn 1 + ATp i1 + i1
= A (xn—l + :En—i-l) + w (wn—l + wn+1) = )\Xn + ﬂWn

En résumé : Vn € Z, Z, = AX,, + pW,. Ainsi : T (\x + pw) = \T'(z) + pT'(w).

CONCLUSION. T est un endomorphisme de %.
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6. Deux sev de %. Dans %, on considére les parties :

F:{xECg,VREZ,x,nZQEn} et G:{QZE%,VTLEZ,LE,HZ—LETL}

On note par ailleurs ¢ = S — idy 'endomorphisme de % :

€ 3

r——=S(z)—=x

a. Déterminer ker ().
Soit = (zp)nez € €. On a :
rekerp<=p(r)=0<=S(x)—r=0<= S@)=v<=VVneZ z_,=z,<zx€ F.
CONCLUSION. keryp = F.

b. Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de €. On admettra qu’il en est de méme pour G.

D’aprés la question précédente, F' = ker ¢. F est donc un sev de € (le noyau d’une application linéaire
est un sev de l'ev de définition).

Remarque : on ne le demandait pas, mais on a évidemment : G = ker (S + id¢) (ce qui justifie que G
est un sev de ¢ également).

c. Montrer que: ¢ =F@PaG.
Soit = (Tn),,c 2-

On définit deux suites y et 2z indexées par Z en posant :

A Ty — T
Vn e Z, yn:%etzn:u

On vérifie aisément quey € S, 2 € Getr =y + 2.*
Par suite : Vo € €, 3(y,2) € FxG, x=y+z2 Donc: ¢ =F+G (M).

Considérons a présent une suite x € F'NG. Alors :
Vne Z x_,=x,=—x,dou:Vne Z, x, =0
Donc z est la suite nulle. On en déduit que : FF'NG = {0} ().

CONCLUSION. D’aprés (#) et (&) : ¢ =FPG.

x. C’est le méme principe de preuve que pour le théoréme de décomposition “paire + impaire”.
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EXERCICE 3 — | (ANALYSE - EXTRAIT DE UN PEU PARTOUT, UN PEU TOUT LE TEMPS... ).

L’objet de ce probleme est de trouver un équivalent “utile” de n! au voisinage de +00, c¢’est a dire une suite
(wy,) dont le terme général ne fait pas intervenir de factorielle, et tel que :

PARTIE I — UN EQUIVALENT A PRECISER

On définit deux suites réelles u et v en posant :

n! U
Vne N*, un:n—n\/_ et Un:1n< n+1)
nre— n

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul.

1. Etablir que :

D’aprés 1’énonceé :

Uny1 (n+ 1)In"e "\/n _ (n41)en” D
U, (n+ 1)"+1e*”*1\/mn! - (n+ 1)t n—+1

n 1/2
Uny1 n n
=exX ——— X
U, (n+1)" (n+ 1)

soit :

Finalement :

41

Uni1 _ n o\ e

Uy, n+1 n+1 nts
n

CONCLUSION. Vn € N, =
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2. En déduire 'expression de v,, en fonction de n.

D’aprés la question précédente :

e 1\""2
v, = In ﬁ = ln(e) —In (1 + E)
(++3)
n

1 1
CONCLUSION. Vn e N*, v, =1— <n + 5) In (1 + —)
n

3. Un développement asymptotique.

1
a. Donner sans démonstration le développement limité a 'ordre 3 en 0 de x — In (1 + —).
x

R
D’aprés le cours : In(1+z) =z — 0 + Y + o0 (2%

b. En déduire que :

1 a b c 1
ln 1+— :_+_2+_3+0+oo —3
n n n n n

oll a, b et c sont trois réels a préciser.

D’aprés la question précédente :
1 1 1 1 1
Vne N, In(l+—-)=——— +— o | ==
" n( +n) n 2n2+3n3 T o+ (n3>

4. En déduire que :
a N 2 ~ re .
Up ~too 5 (on cv est un réel a préciser)
n

D’apres les questions 2 et 3-b, on a :
d’ou :
d’otu :

1

CONCLUSION. v, ~io ——
12n2
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» Dans la suite de cet exercice, on admet qu’il existe un réel ¢ tel que : 1
N

NEIEOOZ/UTZ =t

n=1

5. Soit N un entier naturel > 2. Calculer :

P

3
I
—

u'!L

Sy = Z_ In <Un+1> = Z_ [ (tp11) — In(uy,)] NP In (uy) — In(uy)

n=1 télescopique

ConcLusioN. VN € N\ {0,1}, Sy =In(uy) — In(uy)
6. Déduire des questions précédentes que la suite (u,) est convergente. On note :

L= lim u,
n—-+00

Préciser la valeur de L en fonction de £ et de ;.

D’aprés I'indication de ’énoncé et la question précédente :

lim [In(uy)—In(u)] =4¢

N—+o0

On en déduit que (par opérations algébriques sur les limites) :

NliIfw In (uy) =€+ In(uy)

D’ou (par limite séquentielle) :

lim wuy = ug e
N—+oc0

CONCLUSION. La suite (u,) est convergente et L = lim u, = u; e’
n—-+00o

» A Dissue de cette partie, on a donc établi que :

n

n! ~ 4o (—)nx\/ﬁxL
e

Le but de la partie suivante est de préciser la valeur de L.

T. D’ici la fin de cette année, nous verrons que c’est une conséquence du résultat précédent.
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PARTIE II — CALCUL DE L

3
Pour tout entier naturel n, on pose : W,, = / sin"(t) dt.
0

On rappelle que :

» Rappel 1. W():g; Wi =1; Wgz%
» Rappel 2. La suite (W,) est décroissante
1

» Rappel 3. Vne N, W,,» = nt n

n+2

2n)!
» Rappel 4. Vne N, W,, = (2n) 5 T

4n (nl)* 2
7. Montrer par récurrence sur n que : Vne N, (n+ 1) W, W, = g

Pour tout entier naturel n, posons a, = (n+ 1) W, 1 W,,.

Ona:apy=Mm+2)Wo oW, =(n+2)

n—+1
n+2

WanJrl - (n + 1) Wn+1Wn = Ap.

T
Il s’ensuit que la suite (a,) est constante. Or : ag = Wi Wy = 5 (d’aprés ’énoncé).

CONCLUSION. Vn € N, (n+ 1) W, W, = g

8. A l'aide des rappels 2 et 3, établir que :

W2n+1 ~ oo WQn

La suite (IW,,) étant décroissante (rappel 2), on a pour tout entier naturel n : Wa, 1o < Wa,i1 < W,

W2n+2 < W2n+1

Il s’ensuit, puisque W, > 0, que : Vn € N, < <1
puisq 2 q Wa W,
. 2n + 1 W2n+1
D’aprés le rappel 3, on en déduit que : Vn € N < <1
pr rappel 3, on en uit qu v o
2n +1 Wons1

Puisque lim

= 1, on en déduit par encadrement que : lim = 1.

n—+oo 2N + 2 n—+oo Wa,

CONCLUSION. W, 11 ~ o W,
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11

9. Etablir que :
W22n ~too %
Soit n un entier naturel. D’apreés la question 7 :
(21 + 1) Wap Wan = g dot: Wopp1Wan = m
Or d’aprés la question précédente : W, 1 Wo, ~ o WQQH; et (2n+1) ~1 2n

. ™
CONCLUSION. On en déduit que : W3, ~ ™
n

10. A l'aide de la partie I, du rappel 4 et de la question 9, déterminer la valeur de L.

Soit n un entier naturel. D’apreés le rappel 4 :

, (@) 7
4

2 gon ()t

Par ailleurs, selon le résultat final de la partie I donné dans I’énoncé, on a :

(&)

n 2 2n
n! ~4o (ﬁ) XxvnxL et (2n!)~iy (_n) X V2n x L ()
e e

D’aprés (M) et () :

m 4n
(—) x 2n x L2 9 9
T n
W22n ~too : 4in X — d’ou W22n ~Mtoo 5 79 (@)
42n (ﬁ) X n2 x LA 4 2nL
e

On déduit de () et de la question 9 que :

2
%:% doun: L?=2r7

Puisqu’il est clair que L est un réel positif (c’est la limite d’une suite réelle positive), on a : L = v/27.

CONCLUSION. On a: L =27

On a ainsi établi la formule de Stirling :

n n
n! ~ <g> X V2mn




