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CHAPITRE 25 — “L’ESSENTIEL’ SUR L'INTEGRALE
SUR UN SEGMENT

PREAMBULE. Ce chapitre est consacré a la construction de I'intégrale, et a la présentation de nouvelles
formules relatives aux intégrales en fin de chapitre, préparant le terrain pour la notion de série numérique.

TABLE DES MATIERES

1. CONTINUITE UNIFORME

DEFINITION 1 - Soit f : I — K une fonction & valeurs dans K = R ou C. f est uniformément
continue sur [ si:

Ve>0,3a>0,V(z,y) € I [y—z[<a=|f(y) - f(z)| <e

Exemple : la fonction carrée z € [0,1] — z? est uniformément continue sur [0, 1].

Contre-exemple : la fonction carrée z € [0, 400 | — x? n’est pas uniformément continue sur [0, +oo .

‘PROPRIETE 1 - Si f est lipschitzienne sur I, alors f est uniformément continue sur 1. ‘

‘PROPRIETE 2 - Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur /. ‘

Le point clef de ce paragraphe est que la réciproque de la propriété précédente est vraie, sous réserve que
I'on se restreigne a un segment.

THEOREME 1 - Soit f: [a,b] — R.
[f est uniformément continue sur [a,b]] SSI [f est continue sur [a, b]]

2. SUBDIVISIONS

DEFINITION 2 - Une subdivision o = (xy,...,z,) du segment [a,b] est la donnée de n + 1 réels
o, .., Tptelsque:xp=a <z < - <x, =0
On appelle pas de la subdivision o le réel : p = niax]] (Tig1 — T4).
1€[0,n
b—a
Une subdivision est dite réguliére (ou & pas constant) lorsque : Vi € [0,n ], i1 —x; =
n

Remarque. Les subdivisions réguliéres vous sont particuliérement familiéres, puisque ce sont celles que
I'on utilise dans la méthode d’Euler, ainsi que dans les méthodes numériques de calcul intégral.

DEFINITION 3 - Le support de la subdivision ¢ = (xg,...,2,) de [a,b] est ensemble noté
Supp (o) = {zg,...,xn}-
Une subdivision ¢’ de [a, b] est plus fine que o si Supp (o) C Supp (o).

Ilustration. Dans 'exemple ci-dessous, la subdivision o’ = (yo, . .., Ym) est plus fine que 0 = (x, ..., ).
Yo¥1 Yo Y3 Yy Y5 Vg y7 Yg Vg Yi0 Ym2Ym-1 Ym
Xo Xy Xy Xy Xy X5 Xnt %,

DEFINITION 4 - Soient o et ¢’ deux subdivisions de [a,b]. La réunion des subdivisions o et o’,

notée o V o’ est la subdivision de [a,b] dont le support est Supp (o) U Supp (o).

‘LEMME 1 - Avec les notations introduites plus haut, o V ¢’ est plus fine que o et o’. ‘
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3. FONCTIONS EN ESCALIER

DEFINITION 5 - Une fonction f : [a,b] — R est une fonction en escalier (sur [a,b]) s'il existe
une subdivision o = (zg, ..., z,) de [a,b] et n réels yo,. .., y,—1 tels que :

Vie[On—1], Yz e z,zip [, f(2)=w

Dans cette situation, on dit que o est adaptée a la fonction f.
Informellement, une fonction en escalier est une fonction “constante par morceaux”.

[llustration. Ci-dessous, un exemple de courbe représentative d’une fonction en escalier.

T 1
| I
| I Y
| I .
| . Cj
| I
| I
I 1
Y—‘ I
| | 1
| | T ——y
| I
: | 1 :
| | 1 |
al ‘ ! 'b
B e T R — T e
*o 4 ¥ X3 %4 *ne1 *n

Exemples. Une fonction constante sur un segment est un cas particulier de fonction en escalier. La
restriction de la fonction de Heaviside & un segment est une fonction en escalier. Enfin, la restriction de la
fonction partie entiére a un segment est un autre exemple de fonction en escalier.

Remarque. Observons que si o est une subdivision adaptée a la fonction f, alors toute subdivision plus
fine que o l'est aussi.

Notation. Par la suite, nous noterons & ([a, b] ,R) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b)].

PROPRIETE 3 - En notant e la multiplication par un scalaire : (& ([a,b],R),+, ®) est un R-espace
vectoriel. Et (& ([a,b],R),+, X) est un anneau commutatif (non intégre).

4. FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

La notion de fonction continue par morceaux généralise celle de fonction continue.

DEFINITION 6 - Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceaux s'il existe une subdivision
o= (zo,...,x,) de [a,b] telle que :

1/ Vi E[[O,n— 1 H? f\]li,xz‘ﬂ[ € %0(]$i7xi+1 [ aR)

2/ pour tout entier i compris entre 1 et n — 1, les limites de f & gauche et & droite de z; existent et
sont finies; la limite de f & droite (resp. & gauche) de zg = a (resp. de x, = b) existe et est finie.

Dans cette situation, on dit encore que o est adaptée a la fonction f.

Illustration. Ci-dessous, un exemple de courbe représentation d’une fonction continue par morceaux.
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Remarque. Observons que comme dans le cas des fonctions en escalier, si o est une subdivision adaptée
a la fonction f, alors toute subdivision plus fine que o 1'est aussi.

Notation. Par la suite, nous noterons %y, ([a,b] , R) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur
[a, b].

Puisqu’il est clair que toute fonction continue (resp. en escalier) sur [a,b] est en particulier continue par
morceaux sur [a, b, on a les inclusions :

¢° ([a,b],R) C 6o, ([a,b] ,R) et & ([a,b],R) C €, ([a,b],R)

PROPRIETE 4 - Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée [a, b].

PROPRIETE 5 - En notant e la multiplication par un scalaire : ((fr?m ([a,b] ,R), +, 0) est un R-espace
vectoriel. Bt (€9, ([a,b],R), 4, x) est un anneau commutatif (non intégre).

L’énoncé ci-dessous joue un role fondamental dans la construction de l'intégrale d’une fonction continue
(par morceaux ou non) sur un segment, qui constitue ’objet du paragraphe suivant.

THEOREME 2 - Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] “peut étre approchée arbitrairement
prés et de maniére uniforme par une fonction en escalier” dans le sens plus précis suivant :

Vfe €% ([ab],R), Ve >0, 3 (p,9) € &([a,b],R)?,
Vo € [a,b], [p(x) < f(z) <P@)] A0 < Y(z) —o(r) <€

N
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5. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX

5.1. Intégrale d’une fonction en escalier.

DEFINITION 7 - Soit f € & ([a,b],R), et soit ¢ = (zo, ..., x,) une subdivision de [a,b] adaptée a
n—1

f. On appelle intégrale de [ sur [a,b] relativement a o le réel : Tapo(f) = Zyi (Tip1 — ;)
i=0

ou les y; désignent les valeurs de la fonction f sur chacun des intervalles | x;, z;41 [

Remarque. Soit f une fonction continue sur [a,b]. Dans le cas particulier ou o est une subdivision

—a
réguliére de [a,b], de pas h = ——. On note ¢ la fonction en escalier égale a f(z;) sur chacun des
n

n—1
b—
intervalles [x;, z;41]. On retrouve alors la formule I}, »(¢) = a4 Z f (a +1 a) intervenant dans

b
la méthode des rectangles (& gauche) pour le calcul d’une valeur approchée de / f.

PROPRIETE 6 - Mémes notations que dans la définition précédente. La valeur du réel Ij, 4 ,(f) est
indépendante de la subdivision o adaptée & f. En d’autres termes, si o et ¢’ sont deux subdivisions
de [a,b] adaptées & f, alors : i 45(f) = Ljap),or (f)-

DEFINITION 8 - Mémes notations que dans la définition et la propriété précédentes. La valeur
commune & toutes les I,y -(f) est appelée intégrale de la fonction en escalier f sur I’intervalle
[a,b]. On la note : Ijop)(f).

5.2. Propriétés de l’intégrale des fonctions en escalier.

PROPRIETE 7 - (Positivite). Ve & ([a,b],R), [f = 0] = [Ljoy(f) = 0]

PROPRIETE 8 - (Croissance). V (f,g) € & ([a,] ,R)Z,
9= 1= [Llay)(9)] = [Tja)(f)]

PROPRIETE 9 - (Linéarité). L’application f € & ([a,b],R),— Ijo4(f) est une forme linéaire
sur & ([a, b] ,R).

PROPRIETE 10 - (Relation de Chasles). Vce |a,b[, Vf € &([a,b],R),
T () = Lo () + Liey (f)

5.3. Intégrale d’une fonction continue par morceaux.

En avant pour quelques notations. Pour toute fonction f € ‘Kgm ([a,b] ,R), on introduit les ensembles :

&7(f)={p e &(a,b],R), ¢ = f}et £.(f) ={p € &([a,0],R), o< [}
des fonctions en escalier sur [a, b] respectivement minorées et majorées par f. On introduit également les
ensembles des valeurs des intégrales correspondantes :

IHf) = {Tam (0), o€ ET(f)} et I_(f) = {Tian) (0), 0 € E-(f)}
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THEOREME 3 - Soit f € €y, ([a,b],R). L’ensemble .#*(f) admet une borne inférieure, I'ensemble
Z_(f) admet une borne supérieure, et :

inf S(f) = sup S (f)

DEFINITION 9 - Soit f € %gm (la,b] ,R). On appelle intégrale de f sur [a,b] le réel

/ f=inf IH(f) (= supI(f))

Remarque. Pour les fonctions en escalier, cette définition coincide (ouf!) avec celle d’intégrale donnée
dans le paragraphe ad hoc.

Explicitement : V f € & ([a,b] ,R), Io5(f / I

5.4. Propriétés de l’intégrale des fonctions continues par morceaux.

Les preuves des énoncés ci-dessous s’obtiennent par passage a la limite a partir des propriétés analogues
pour les intégrales des fonctions en escalier. En clair, on utilise conjointement les propriétés du paragraphe
b et le théoréme précédent.

b
PROPRIETE 11 - (Positivité). Vfec 4 ([a,b],R), [f > 0] = [/ f= O]

b b
PROPRIETE 12 - (Croissance). Y (f,g9) € €% ([a,0],R)*, [g> f] = {/ g 2/ f}

b
PROPRIETE 13 - (Linéarité). L’application f € 4 ([a,b] ,R),l—>/ f est une forme linéaire
sur Gy, ([a, 0], R).

PROPRIETE 14 - (relation de Chasles). Vc¢€ ]a,b[, Vfe €5, ([a,b],R

/ L[

Les deux énoncés ci-dessous sont des conséquences de la positivité de l'intégrale.

/abf‘</;|f|

PROPRIETE 15 - (Majoration). Vf € €y, ([a,b],R)

THEOREME 4 - (Inégalité de Cauchy-Schwartz).

(o< (L) (L)

1/2

¥ (f.9) € Co ([a,0], R)?,
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6. PROPRIETES DE L'INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE

PROPRIETE 16 - Si f est une fonction continue et positive sur [a,b], alors :

{LUEﬂ}¢¢U:m

DEFINITION 10 - Pour toute f € %, ([a,b],R), on appelle valeur moyenne de f sur [a,b] le

1 b
cel : —— .
rée b—a/af

On obtient comme conséquence du théoréme des bornes atteintes et du théoréme des valeurs intermédiaires

I’énoncé suivant.

PROPRIETE 17 - (formule de la moyenne). Si f est une fonction continue sur [a, b], alors :

dec € [a,b], f

b—a

‘/f

La fin de ce paragraphe est consacrée aux méthodes numériques de calcul intégral.

DEFINITION 11 - Pour toute fonction f € %°([a,b],R), et pour tout entier
n non nul, on appelle (n-itme) somme de Riemann de f sur [a,b] le réel

n—1
b‘d}:f(a+kb‘“)
n n
k=0

Il résulte de la construction de l'intégrale que la suite des sommes de Riemann d’une fonction continue

converge vers / f; en d’autres termes, la méthode des rectangles (a gauche) converge. En outre, dans

le cas des fonctions de classe 6, on dispose d’un énoncé plus fin donnant une majoration de la distance

entre la n-iéme somme de Rlemann et l'intégrale de f sur [a, b], que voici :

THEOREME 5 - Pour toute fonction f de classe € sur [a,b] on a :

b (b _ CL)2
/ f(x)dz — S, (f)| < ——— M; avec M; = max |f'(z)]
a 2n z€ [a,b]
THEOREME 6 - (fondamental de l’intégration). Soit f une fonction continue sur

un intervalle I, et a € I. La fonction F : x € [ — / f(t)dt est la primitive de f sur [

s’annulant en a.

COROLLAIRE 1 - Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soit G’ une primitive

de f sur I. Alors : ¥ (a,b) € I2, / F(#)dt =[G

a
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7. FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRALE ET INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE

THEOREME 7 - Formule de Taylor avec reste intégrale. Soit f : [a;b] — R une fonction de
classe €™, alors :

") (g .
f<b>=[2fkf)<b—a>

1 [ I
+ml@—wﬂ+WQ&

L’énoncé ci-dessous est une conséquence immeédiate de I’énoncé précédent.

COROLLAIRE 2 - Inégalité de Taylor-Lagrange. Soit f : [a;b] — R une fonction de classe
¢" T, alors :

~(b—a)*

b—a)"™
x oo My ou: My = sup |f(n+1) ()]

f(k) )l <
@) < Dy s

~

o

k=0

Conséquences de I'inégalité de Taylor-Lagrange.

» Application 1. La série de terme général — converge et a pour somme e. En raccourci : g —=e
n! n!

neN

» Application 2. Plus généralement : Vz € R, Z gj—' =e".
neN G
1"
» Application 3. Z u =In2

nENn+1



