Lycée Jean Bart — MPSI — Mai 2023

EXERCICES 24 — FONCTIONS CONVEXES

EXERCICE 1 — Justifier les affirmations suivantes, énoncées dans les notes relatives au chapitre 24.
1/ La fonction exponentielle, la fonction z — %" et la fonction ch sont convexes sur R.
2/ La fonction logarithme népérien, la fonction racine carrée, et la fonction arctangente sont concaves sur RY .

m™ T

3/ La fonction cos est concave sur [—5, 5
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4/ La fonction sin est concave sur [0, 7], convexe sur [r, 27].

5/ Pour tout n € N*, la fonction z — /™ est concave sur R% .

EXERCICE 2 — Etablir que pour tout z € R,ona:e* >z +1
EXERCICE 3 — Etablir que pour tout réel x > —1,ona:In(l14+2z) <=z
: @ 2 .
EXERCICE 4 — Etablir que pour tout z € [O, 5}, ona:—xz<sinr<x
s
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EXERCICE 5 — Etablir que pour tout z € [O, Z}, ona:—x<arctanx <z
s
EXERCICE 6 —  Inégalité arithmético-géométrique
Soit n € N*. Etablir que pour tous réels positifs x1,..., , on a :
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EXERCICE 7 —  Inégalité de Hdélder
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Soit p et g deux réels > 1 tels que : — + — = 1.
P q

1/ Etablir que pour tout couple (z,y) de réels strictement positifs, on a :
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2/ Soient n € N* et x1,..., Tn, Y1, .., Yn (2n) nombres réels strictement positifs.
n 1/p n 1/q . i
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Etablir que : Z a;b; < 1.
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3/ En déduire 'inégalité de Holder : sous les mémes hypothéses que précédemment, on a

n n 1/p n 1/q
el
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EXERCICE 8 —  Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient n € N* et z1,..., Tpn, Y1,- .-, Yn (2n) nombres réels positifs.
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EXERCICE 9 — Soit f: I — R une fonction de classe € sur I. Etablir que :

Etablir que :

[f est convexe et concave| <= [f est affine]

EXERCICE 10 — Soit f : I — J une fonction continue et strictement croissante. Etablir que f est convexe si
et seulement si sa bijection réciproque f~! est concave.
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EXERCICE 11 — On considére la fonction f définie sur R en posant : Vo € R, f(z) =
1 siz=0

1/ Justifier brievement que f est de classe €2 sur R*, puis calculer f”(z) pour tout x € R*.

1
2/ Etablir que f est deux fois dérivable en 0 et que f”(0) = 6
3/ Etablir que f est convexe sur R.

INDICATIONS ET ELEMENTS DE CORRECTION

EXERCICE 1 — Selon les théorémes généraux, les fonctions (usuelles) de cet exercice sont de classe €°° sur les

intervalles concernés. En particulier, il s’agit de fonctions de classe €2, et on pourra donc appliquer & répétition la
propriété faisant le lien entre la convexité de f et le signe de f”.

EXERCICES 2 A 5 — Le graphe d’une fonction convexe est situé au-dessus de chacune de ses tangentes, et
en-dessous de chacune de ses cordes.

Le graphe d’une fonction concave est situé en-dessous de chacune de ses tangentes, et au-dessus de chacune de ses
cordes.

EXERCICE 6 — Aprés 'avoir briévement justifiée, utiliser la concavité de la fonction In sur R*.
EXERCICE 7 — 1/ Utiliser la convexité de la fonction exponentielle. 2/ Utiliser la question 1 et sommer... 3/
RAS.

EXERCICE 8 — Ecrire 'inégalité de Holder pour p = q = 2.
EXERCICE 9 — Ultiliser le lien entre convexité et signe de la dérivée seconde.

EXERCICE 10 — Montrer I'implication f convexe = f~! concave, en utilisant la définition de convexité. La
réciproque s’en déduit immeédiatement.

EXERCICE 11 — 1/ RAS. 2/ Montrer que f est dérivable en 0, puis que f’ est dérivable en 0. Pour les
différentes limites que ['on est conduits a calculer, on peut utiliser des DL.



