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EXERCICES 25 — INTEGRALE SUR UN SEGMENT

EXERCICES THEORIQUES

EXERCICE 1. — Montrer que si f est une fonction lipschitzienne sur un intervalle I, alors f est unifor-
mément continue sur /.

EXERCICE 2. — Montrer que si f est une fonction uniformément continue sur un intervalle I, alors f
est continue sur /.

EXERCICE 3. — Soit [a, b] un segment. Montrer que la relation binaire “étre plus fine que” est une relation
d’ordre sur 'ensemble des subdivisions de [a, b].

EXERCICE 4. — Soient o et ¢’ deux subdivisions o = (zq, ..., x,) de [a, b]. Justifier que la réunion oV o’
est plus fine que o et que o’.

EXERCICE 5. — Soit [a, b] un segment. Montrer que la somme de deux fonctions en escalier sur [a, b] est
une fonction en escalier sur [a, b].

EXERCICE 6. — Soit [a, b] un segment. Montrer que toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est
bornée [a, b].
EXERCICE 7. — Soit [a, b] un segment. Montrer que la somme de deux fonctions continues par morceaux

sur [a, b] est continue par morceaux sur |a, b|.
EXERCICE 8. — Soit [a, b] un segment, et soit f une fonction en escalier sur [a, b]. On note o = (g, . .., Zy)

une subdivision de [a, b] adaptée a la fonction f.

1) Soit a un réel de [a, b], distinct de tous les x;. On note o’ la subdivision de [a, b] de support {zo, ..., z,, a}.
Montrer que : Ijgp0(f) = Lo p,0/(f).

2) Déduire de la question précédente que la valeur de Ij,p) »(f) est indépendante de la subdivision o adaptée

af.

EXERCICES CLASSIQUES

EXERCICE 9. — A connaitre ! Etablir que si f est une fonction continue et positive sur [a, b, alors :
b
[ =0 =1-0
EXERCICE 10. — A connaitre (bis)! Inégalité de Cauchy-Schwartz. Soient f et g deux fonctions

b
continues par morceaux sur le segment [a, b]. Pour tout réel ¢, on pose : P(t) = / (f + tg)>.
1) Etudier le signe du polynéome P sur R.

[o<([r) ([7)

2) Etablir que :
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EXERCICE 11. — Montrer que pour tout n € N et pour tout x € R :
n ok ntl el
x x e
o] e
pr k! (n+1)!

En déduire :
no L

e’ = lim Z T

EXERCICE 12. — Montrer que :

JR:[-1;1] — R, IMeR, Vo e[-1;1], tanz =z + R(z) et |R(x) <Mz

1 ™
En déduire la limite lorsque a tend vers 0 de —/ tan (asinz) dx
a Jo

EXERCICE 13. — On considére la fonction f définie sur [0;1] par f (z) =1In (1 + z).

1) Justifier brievement que f est de classe > sur [0;1].
2) Rappeler I'expression de la dérivée n-iéme de f (avec n € N).

3) En appliquant P'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction f entre 0 et 1, établir que :

n—1
lim [1—1#—1—1—1----4-&] =1In2

EXERCICE 14. — En reconnaissant des sommes de Riemann, calculer les limites suivantes :
n—1 /{?2 n—1 n
D= lim > Db=lm > e
k=0 k=0
n—1 k3 n—1 k
2 b= lm > ) = >
k=0 k=0
n—1 ]{}7 n—1 1
3) b3 = 1li — 6) lg = li _
) £ ngnml;ng ) b ni‘%o;m

n—1 n
EXERCICE 15. — Déterminer un équivalent simple de u,, = Z Vk puis de v, = Z Vk.
k=0 k=1



