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DEVOIR COMMUN DE MATHEMATIQUES — 1ER JUIN 2017 I

Corrigé du Probleme 1 — Méthodes d’intégration numériques

1) Preuve du théoréme de Rolle.

THEOREME DE ROLLE. Soient ¢ et d deux réels tels que ¢ < d, et ¢ une fonction continue sur
[c, d] et dérivable sur | ¢,d[. On suppose que ¢(c) = ¢(d). Sous ces hypothéses :

Jdae | d[, ¢' (o) =0

La fonction ¢ étant continue sur le segment [c,d], elle est bornée et atteint ses bornes sur [c,d]
(théoréme des bornes atteintes). Notons m son minimum et M son maximum.

» Sim = M : alors ¢ est constante sur [c,d]. Par suite : Vo € |e,d[, ¢'(a) = 0.
» Si m < M : distinguons alors deux sous-cas : soit ¢(c) = m, soit ¢(c) # m.

> Si p(c) = m : alors on a aussi ¢(d) = m (par hypothése), donc le maximum M de ¢ est atteint
en un réel a de |e, d[ (puisque m # M), et on a donc ¢'(a) = 0.

> Si ¢(c) # m : alors on a aussi ¢(d) # m (par hypothése), donc le minimum m de ¢ est atteint
en un réel a de |e, d[, et on a donc ¢'(a) = 0.

Conclusion. Dans tous les cas : Ja € |¢;d ], ¢'(a) =0

Partie | — Méthode des rectangles médians
n—1 Thy1

2) D’aprés la relation de Chasles pour les intégrales, on a : [ = Z/ f(x)dx.
k=0 Tk

n—1 Tt
Il s’ensuit déja que : [ — R, (f) = Z [/ f(x)dx — Rn,k(f)}.

k

Tr+1
Par ailleurs, pour tout entier & compris entre 0 et n—1, on a: R, x(f) = h x f(my) = / f(mg)da.

Tk

n—1 Thi1
On en déduit grace a (M) et par linéarité de l'intégrale que : | [ — R, (f) = Z/ [f(z) — f(myg)] dx |
k=0 v Tk

3) Estimation de D’erreur.

a) Avec la définition de 1’énoncé, on a : ®(c) = f(d) — f(c) = (d—¢)f'(c) — A

(d S ) et ®(d) = 0.

Par conséquent : [P(c) = ®(d) = 0] <= [f(d) —fle)=(d—c)f'(c)— A
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Ce qui prouve l'existence et I'unicité du réel A tel que ®(c) = &(d) = 0.
b) D’apreés les théorémes généraux et 'hypothése faite sur f, la fonction @ est dérivable sur |c, d[ et
continue sur [¢,d]; on peut lui appliquer le théoréme de Rolle pour affirmer : 3o €]e, d[, ®'(a) = 0.

Or pour tout réel z €]c,d[ on a :
¥'(z) = —f(x) = (d—2)f"(z) + ['(z) + Ald — ) = —=(d — 2) ["(z) + A(d — 7)

Par suite : Ja €le,d[, —(d—a)f"(a)+ A(d—a) =0« (d—a)f"(a) = A(d— a) <= A= f"(«a).*
Conclusion. Ja €lc,d], A= f"(a) |

¢) On déduit des deux questions précédentes qu’il existe un réel a € |c, d] tel que :

fa) = Ve (f(d) = f(e) = (d =) f'(€)) = [(d) = f(e) = (d = ) f'(¢) = =5 ["(a)

(d—c)’

Conclusion. Ja €|e,d[, f(d) = f(c)+ (d—c)f'(c) +

d) La fonction f étant supposée de classe € sur [a, b, sa dérivée seconde est continue sur [a,b]; & ce
titre f” est bornée sur [a,b] d’aprés le théoréme des bornes atteintes.

Par suite : |3 My € Ry, Vo € [a,b], |f"(z)| < Ma|

e) Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n — 1), et soit = un réel du segment [xy, Tgi1].
D’aprés la question c), il existe un réel a compris entre my, et x tel que :

_ 2
Fla) = Flm) + (2~ mi) ) + ST g
) s / (:L‘ — mk)2 "
d’ou : | f(x) — f(my) — (x —my) f/(my)| = ECE | ()]
On en déduit grace a d) que : |f(x) — f(mg) — (x — my) f/(my)| < My M
L’entier k et le réel x étant arbitraires dans ce qui précéde, on peut conclure :
_ %
Yk el0,n 1], Vo & i mipl 1) — Fm) — (o — ma) fome)| < My T80

f) Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n — 1), et soit x un réel du segment [xy, 441]. En
appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale entre my et x, on obtient :

T

ﬂw—ﬂmw+m—mMwa+/’u—wfﬁmt<m

mg

Puisque la fonction f” est continue entre my et x, elle y est bornée et atteint ses bornes : il existe donc
deux valeurs m et M de f” telles que : m < f < M.

*. La derniére équivalence provenant de ce que (d — «) # 0, puisque « €]e, d]).
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Dans le cas ou x > my, on en déduit que : m (x —t) dt < / (x—1t) f'(t)dt < M/ (x—t) dt
Mg
2 . 2
oo m) / (e — 1) f(t) de < b T ka>

Dou:m 5 <
mp

2 T
Dot : m < —2/ (x—1t) f"(t)dt < M

(x - mk’) my

Ainsi, le terme du milieu de cet encadrement apparait comme une valeur intermédiaire de la fonction
f", et on peut donc affirmer qu’il existe un réel o compris entre my, et x tel que :

)= —— [ w-orwadon: [ @-nroa-"" ) @

(x — mk)2

On déduit de (M) et de (&) que : | f(x) = f(mi) + (& —my) f (mg) + >

[ a) |

Dans le cas ot & < my, le méme raisonnement donne la méme conclusion (il suffit de changer les signes
des inégalités du premier encadrement de cette page).

g) Soit k un entier quelconque compris entre 0 et (n — 1).
» Par linéarité de 'intégrale :

Th+1

/xk+1 f(x) = f(mg) — (x — my) f'(my) do = / f(x) — f(my) dr — /zkﬂ(x = my) f'(my) d

Tk Tk Tk

Or': /xk+1(x —my)f(my)dz = 0.

Tk

Tp4+1

Par suite : /m’““f<x>—f<mk>—<x—mk>f'<mk>dx— / J(2) - fmy)de (A

Ty Tk

» Par ailleurs :

/:Ek+1 f@) = f(my) — (2 — my) f' (i) d

Tk

S / T p@) = Fm) — (0 — my) ()| da

Tp
D’aprés la question e) on a alors :

.Z’k+1 _ 2
< M, M q

Tk

X

Tk+1
[ @) = s = (@ = ) ) o
T
Il reste a observer que :

Tr41 _ 2 z 3
/ M, @zm) Mo (2 —mp)’] " = Mo x (ﬁ> _ Moy
Tk

2 6 & 6 2) 24
) Th41 , (b-—-a)3
pour obteniv | [ () = fm) = (o = me) () do| < x5S (@)
o Th+1 (b—a)
On déduit alors de (#) et de (&) que : |VE€[0,n—1], / f(z) — f(my)dz| < M, Y

1. Par un calcul sans difficulté ou par un argument géométrique évident.
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—_

n—

D’aprés la question 2 : I — R, (f) = /Ik+1 [f(x) — f(my)] dz. Grace au résultat que 1'on vient
- — (b— a
d’établir et a I'inégalité triangulaire, on en déduit : |[I — R, ( kzg M2 e
(b—a)’

D’ou finalement : || — R,(f)] < Ma

24n?

4) a) La fonction rectangles(f,a,b,n) ci-dessous recoit comme paramétres deux réels a et b, une
fonction f et un entier naturel non nul n, et retourne la valeur de R, (f).

def rectangles (f,a,b,n):
S=0
h=(b-a)/
for k in range
S =S
return S

(n):
+h* f(a+(h/2) +k *h)

o B O N N

b) La fonction rectangles_v2(f,a,b,M_2,eps) ci-dessous recoit comme paramétres deux réels a et
b, une fonction f, un réel My (un majorant de |f”| sur [a, b]), et un réel eps, et retourne une valeur de
b

R,.(f) approchant / f avec une erreur inférieure ou égale & eps.

1 | def rectangles v2(f,a,b,M _2,eps):
2 S=0
3 n=1
4 while (M_2 *(b - a)**3 / (24 * n**2)) >eps:
5 n=n-++1
6 return rectangles (f,a,b,n)
Partie I| — Méthode des trapézes
5) La réponse a cette question repose essentiellement sur la formule donnant Paire d’un trapéze. ..
x x
Pour tout entier k£ compris entre O et n — 1 on a : T, x(f) = h X f () +2f( kH).
n—1
N {L‘k + T h
Dot : Ty Zh ) BN 1 ) 4 ()
2
k=0
Cest adive | To(7) = =25 (00) + 7z
est a dire : |T,,(f) = x x .
on 2 k k+1

6) En utilisant la relation de Chasles pour les intégrales, on peut déja écrire :

b n—1 Thy1 n—1
JRCIEEE GRS / Fe) = S Talf)
a k=0 v Tk k=0
Or par définition de gx, ona:Vk€[0,n—1], T,x(f) = /mk+1 gr(z) dz.

b Tk+1
Grace a ces observations et par linéarité de l'intégrale : / flz)dz — T,(f) = Z/ flz) — gr(x)dx|
a k
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7) Estimation de ’erreur. Soit k un entier compris entre 0 et (n — 1).

a) La fonction ¢’y et la fonction qui & tout réel = du segment [z, 51 1] associe (z — xy) (z — x41) sont
de classe €' sur [k, Tx11], ce qui rend légitime Uintégration par parties suivante :

Th+1

/ T () (2 — ) (3 — wer) da = [94(a) (& — 22) (& — )220 — / 5 () (2 — 7 — 2011) da

Tk g Tk
=0

La fonction J; et la fonction qui & tout réel z du segment [xy, 2541 associe 2x — xp — x4 sont de
classe €' sur [k, Tr11], ce qui rend légitime la seconde intégration par parties suivante :

Tl Th+1
/ O"k(x) (= 2p) (v — 2pqr) do = [0k(2) (20 — 2 — 2pp) o0 +2/ O () dw
Th+41 1 Th41
Conclusion. / op(z)de = - / 8" w(x) (x — xp) (¥ — Tpq1) do

b) Soit k£ un entier quelconque compris entre 0 et (n — 1). D’aprés la question précédente, et par
définition de 6 on a :

T4l Tk41
/ Op(z) dx = 3 / 8"k (z) (x — xp) (x — pqr) d
Tk Tk

Observons alors que pour tout réel x € [vg, xr41], on a : §"x(x) = f"(x), puisque gi est affine (et
qu’elle a a ce titre une dérivée seconde identiquement nulle). Par suite :

Th+1 M Te+1 M Th+1
[ @ < [ e a) - ne)lde= -2 [T @ n) @ -m) de (8)
T Tl Tk
T 3 Tk+1
Or : / (# — @) (& = Tpy1) do = [% - % z? + xkxkﬂx]
T Tk
1
=3 (Qxiﬂ — Sxkxiﬂ — Bxiﬂ + 6xkxi+1 — 273 + 37} + 3TiThy1 — 6xzxk+1)
1 1 h3
=5 (2} — B2iwppr + Bz — xpyy) = 6 (2r — Tpp1)’ = ~% (&)
Th41 h3
Diapres (#) et (&) : / Sl da| < My 5
T

(b—a)’

Autrement écrit : |[VE €[ 0,n — 1], o3
n

/ " @) = gu@)] de| < Mo

Tk

On déduit de ce résultat, de la question 6 et de I'inégalité triangulaire que :

. (b—a)” a)’ (b—a)
Partie IIl — Méthode de Slmpson

8) Le polynome P est de degré au plus 2 (trivial), et il coincide avec f en ¢, m et d (c¢’est une vérification
immeédiate). Puisque les réels ¢, m et d sont dictincts, le principe du prolongement algébrique assure
I'unicité d’un polynéme P vérifiant ces conditions.

Conclusion. 3' P € Ry[X], P(c) = f(c¢), P(d) = f(d), P(m)= f(m)|
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9) a) Le trés mystérieux changement de variable suggéré dans I’énoncé consiste a poser : © = (d—c)u+c.
Ainsi : dz = (d — ¢) du et il reste a observer que u prend la valeur 0 (resp. 1) lorsque x prend la valeur
¢ (resp. d) pour obtenir :

/CdP(x)da:—(d—c)/olp((d—c)u+c) du |

b) Notons @ = f(c)Lo(u) + f(d)L1(u) + f(m)Ly/2(w). Le polynome @ est de degré au plus 2, en tant
que combinaison linéaire des polynomes de Lagrange (qui sont dans Ro[X]). De plus : Q(0) = f(c),
Q(1/2) = f(m) et Q(1) = f(d).

D’autre part, la fonction u — P ((d — ¢)u+ ¢) est elle aussi polynomiale de degré au plus 2, et
vérifie : P(c) = f(c), P(m) = f(m) et P(d) = f(d).

On en déduit que P et @ sont deux fonctions polynomiales de degré au plus 2, telles que : P(0) = Q(0),
P(1/2) = Q(1/2) et P(1) = Q(1). D’aprés le principe du prolongement algébrique, elles sont égales.

Conclusion. Vu € [0,1], P ((d—c)u+c) = f(c)Lo(u) + f(d)Li(u) + f(m)Lqa(u)|

1 1 1 1 1
¢)On a: / Lo(u)du = / 2u? —3u+1= 8 [42* — 92* + 690](1) d’ou : / Lo(u) du = 5
0 0 0

1 1 1 1 1
Ona:/ Ll(u)du:/ 2u2—u:—[4x3—3x2}1d’01‘1: / Ly(u)du = =
0 0 6 0 0 6

4

1 1 1 1
Enfin : / Ly jo(u) du = / du — du* = 5 [122% — 8x3](1] d’ou : / Ly jo(u) du = 5
0 0 0

d 1
d) D’aprés la question 9-a : / P(x)dx = (d — c)/ P((d—c)u+c) du
c 0

On en déduit grace a la question 9-b : /d P(z)dx = (d—c¢) /01 f(e)Lo(u)+ f(d) Ly (w)+ f(m)Lqa(u) du

D’ou, par linéarité de 'intégrale :

/CdP(x) dz = (d —¢) [f(C) /01 Lo(uw) du + f(d) /01 Ly(u)du + f(m) /01 Lo (u) du}

a 1 1 4
Enfin, d’aprés la question précédente : / P(z)dz = (d—¢) {f(c) X & + f(d) x 6 + f(m) x E]

d —c
C’est a dire : / P(z)dz = d 5 (flc)+4f(m)+ f(d)) |

10) Estimation de ’erreur. a) Notons F' une primitive de f sur [c,d] (I'existence de F' est assurée
par la continuité de f sur [¢,d]). On a :

d—c
t
Vit e {0, 5 ],

/mH F(6)dt = F(m+ 1) — F(m — 1)

m—t

m—+t
— / f(t)dt est de classe €1 (et méme %°) sur

m—t

d —
En particulier, la fonction t € [O, C}

2
0 d—c
) 2 *
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Cette observation faite, les théorémes généraux et I’hypothése selon laquelle f est de classe € sur
—c
[a,b] impliquent que la fonction g est de classe €* sur [0, — | Il est alors légitime de calculer ses

dérivées successives pour obtenir :

vie |0, 55| ) = flm )+ fon—1) = 5 (7 G =)+ 4Fn) + £ (m-+1)

2 (=m0 + (1))

t

L 0 =3 m 0+ S1m =)= 3 m) = (—f =) 5 )

— C

2

—Vte [O,d
::vmzhi;ﬂ,wwzgfm+w—§ﬂm—w—§uwm—w+ﬂmﬁﬁn

3 (= m =)+ J (1)

¢$vmzhd_},fwzéfm+ﬂ—%ﬂm—ﬂ—§UWm—w+ﬂ@H%»

=¢We[ui;ﬂ,¢ww:§ﬂmﬂﬁr5?%m—w—§(<me—w—ﬁwm+w)

1 1! 1 1
<" m = 1) = < f"(m + 1)

(f@ (m =) = fO (m +1))

W | +

i —
Par suite : |Vt € [O, Tc] ; 9(3)(t) =

—c
b) Soit ¢ un réel strictement positif dans |0, T] . La fonction f® est de classe € sur [m — t,m + ],

puisque [m —t,m + t] C [c,d] C [a,b] et que f est supposée de classe €* sur [a,b].
On peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f©) sur [m — ¢, m + ] pour
affirmer :

Jaelm—t,m+t], fOm+t)—fO(m—t)=2tfW(a)

On déduit de cette relation et de celle établie dans la question précédente que :

t 2t
Jaelm—t,m+t], gk = 3% (=2tfW (a)) = —5 9 (a)
, 3 2% o)
Conclusion. 3o € |m—t,m+1t], g()(t):—?f (a)

d —
c¢) Tout au long de cette question, ¢t désigne un réel de [0, 5 C] .

t
Ona: ¢g¥(t) = / g% (u) du + g¥(0)
0

t t
Or ¢@(0) = 0 (d’aprés 10-a). D’ott : |¢? (u)| = ‘/ 9P (u) du| < / ’g(?’)(u)| du
0 0
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2M,
920 < =g+

2M,
D’aprés la question précédente : ’g@) (t)} < T4

t
/ u?du  clest a dire :
0

t
On réitére le processus avec ¢'. On a: ¢'(t) = / P (u) du + ¢'(0)
0
t t
/ g(z)(u) dul < / |g(2)(u)‘ du
0 0

t
/ wdu  cest a dire :
0

Or ¢'(0) =0 (d’aprés 10-a). D’ou : |¢'(u)| =

< 2My

| My
S 9

18

t4

D’aprés ce qui précede : |g'(t) g ()| <

t
On ne change pas de méthode, et on réitére le processus avec g. On a: ¢(t) = / g (u) du + g(0)
0

t t
/ J(w) du| < / 19/ (w)] du
0 0
My

t
/ u'du  cest a dire : ||g(t)| <
0

Or ¢g(0) = 0 (par définition méme). D’ou : |g(u)| =

% TR
18

D’aprés ce qui précede : |g(t)] < 5

d) Soit k un entier compris entre 0 et n — 1. On commence par observer que d’aprés la question
précédentet

[ s e+ asm0 + saa| < 31 (5)

D’ou :

Th+1 b— My (b— >
[ sae = T () + 4m) + o) < TR

On en déduit, grace a la définition de S,(f) et par le biais d’une ultime application de 1'inégalité
triangulaire que :

My (b—a)’
_ & ——=NF T/
= 5ul)I S 335054

1. On applique le résultat de la question 10.c, en prenant ¢ = xy, et d = 541 (de telle sorte que d—c = h) et t = h/2.



