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COLLE 27 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS 1 — Propriété. Si la série > u, converge, alors lim wu, =0

n—-+00

|
~~ RECIPROQUE FAUSSE! La série Y — est divergente.
n

PREUVE. Avec les notations du cours, si la série de terme général u, converge, alors il existe un réel ¢
telle que la suite des sommes partielles (Sy) converge vers £. Il s’ensuit en particulier que S,, — S, _1 tend
vers 0 lorsque n tend vers +oo, d’oul la conclusion puisque : S, — S,_1 = uy.

Conclusion. [Z Uy, converge] — LETOO Uy = 0]

Réciproque fausse. Posons pour tout n € N*, u,, =

>

=

S|
8=

Pour tout réel x € [n,n+ 1], on a :

n+1 1
En intégrant cette inégalité sur [n,n + 1],* on obtient : — > / —dx
x
n

S|

D’ou, pour tout n € N* :

S|

>In(n+1) —In(n).

N
1

On en déduit “télescopiquement” que : VN € N*, E —>In(N+1).
n

n=1

1
Il s’ensuit que la série Z — diverge.
n

1 1
lusion. | lim — = i — di .
Conclusion L lim - 0] mais [Z - dlverge}

2 2

n \ " n o\ "
Exemple d’application. La série E ( n 1) est divergente car lir+n ( n 1) = +00.
n n—+oo \ N

QUESTION DE COURS 2 — Exercice. Montrer que la série Z ( est convergente, puis
- n

n+1)(n+2)
calculer sa somme.

1
nn+1)(n+2)
que la série Zun converge, puisque son terme général est positif et équivalent au terme général d’une

1
PREUVE. Posons : u,, = . Il est clair que w,, est positif, et que u, ~1 —- On en déduit
n

série de Riemann convergente (o =3 > 1).

1/1 2 1
Calculons sa somme. On commence par observer que : Vn € N* u, = - | — — + )
2\n n+1 n+2

On en déduit que pour tout entier naturel N non nul on a :

N, L[S 1 1
N;un§ Zl(;_n+1)+;(n+l_n+2)

n=

_11 1 +1 1
2 N+1 2 N+2

*. Et par croissance de 'intégrale.
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3
Par suite : lim Sy = -.
N—+400 4
1 S 1 3
Conclusion. La séri t te, et : =—|
nclusion. La série Zn(n+1) CE) est convergente, e ;n(n—kl) R
QUESTION DE COURS 3 — Propriété (séries géométriques). Soit ¢ € C.
.. n . . w1
La série Z q" converge si et seulement si |g| < 1. Et dans ce cas : Z q" = 1——q

neN

PREUVE. Lorsque g est de module supérieur ou égal a 1, la série de terme général ¢" diverge grossiérement.

N
1 — N+1
Lorsque |¢| < 1, on a : Zq" S Puisque : lim ¢V =0, on en déduit que la série de terme
— 1—gq N—+o00
o0 1
général ¢" converge, et que : Zq” = ——. |Conclusion. [Z q" converge} [ lq| < 1]}
n=0 1- q

+o0
1
Exemple d’application. La série Z on est convergente et Z on = 2. En revanche, la série de terme
n=0

général Z el diverge (grossiérement) pour toute valeur du réel .

QUESTION DE COURS 4 — Propriété (équivalents). Soient (u,) et (v,) deux suites réelles positives
telles que u, ~io v,. Les séries Z U, et qun sont de méme nature.

PREUVE. Puisque les suites u et v sont réelles positives, et que u, ~;o Vn, il existe une suite (p,,) réelle
positive telle que :

n—-+o0o

Vne N, u, = p,v,] et { lim ¢, = 1}
En particulier, pour n suffisamment grand :

1 3
D’otu, pour n suffisamment grand : 3 Uy < Uy < 3 Up.

Si la série g v, converge, alors la série E 5 Un cOnVerge, et on en déduit que la série E U, converge

d’aprés la propriété de comparaison pour les séries a termes positifs.

En revanche, si la série E v, diverge, alors la série E 3 v, diverge, et on en déduit que la série E Up,

diverge, encore une fois par comparaison.

Conclusion. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles positives telles que u, ~ o v,. Les séries Z U, et

E v, sont de méme nature.

1 1
Exemple d’application. La série Z sin <) est divergente ; la série Z In (1 + 3> est convergente.
n n
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QUESTION DE COURS 5 — Propriété (négligeabilité). Soient (u,) et (v,) deux suites réelles

positives telles que u,, = o(v,). Si Z v, converge, alors Z U, converge.

PREUVE. Puisque les suites u et v sont réelles positives, et que u,, = o(v,), il existe une suite (¢,) réelle
positive telle que :

Vne N u, = ¢,u,] et [ lim ¢, = 01

n—-4o0o

En particulier, pour n suffisamment grand : 0 < ¢,, <

N | —

D’ou, pour n suffisamment grand : 0 < u,, < 3 Up-

La série E v, étant convergente par hypothése, on en déduit que la série E u, converge d’aprés la
propriété de comparaison pour les séries & termes positifs, d’ou la conclusion.

Conclusion. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles positives, telles que u, = o(v,).
Si Z v, converge, alors Z Up, CONVErge.

In(n)

5 est convergente, puisque u, = 0 et lim n®/ 2u, = 0.
1 n—-+00
~——

=Un

Exemple d’application. La série Z

QUESTION DE COURS 6 — Propriété (“AC = C”). Soit (uy), . une suite a valeurs dans K. Si

la série E u,, est absolument convergente, alors elle est convergente.

PREUVE. Soit (u,) une suite a valeurs dans C, telle que la série Z |un| converge.

> ler cas — Si (u,) est réelle positive. Alors Zun converge, puisque |u,| = u,. ..
> 2éme cas — Si (u,) est réelle. Posons pour tout entier n :

u, = max(0, uy,) et u,, = min(0, u,)

n

Pour tout entier n, on a :

— oyt 4y — oyt — -
Up = ul + uy, et [un| = ub —u,

- L v \ Hivite : -
La série de terme général u converge (hypothése + positivité + comparaison), donc la série de terme
général u, converge (ce qui précéde + linéarité). On en déduit que la série de terme général u,, converge.

> 3éme cas — Si (u,) est complexe. Pour tout entier n, on a :
[Re(un)| < lun| et [Tm(un)| < fun)

Puisque la série de terme général |u,| converge, on en déduit par comparaison que les séries de termes
généraux respectifs |Re(u,,)| et [Im(u,)| convergent, puis (d’aprés le second cas) que les séries de termes
généraux respectifs Re(u,,) et Im(u,) convergent, d’ou la conclusion.

(="

n2

Exemple d’application. La série Z est convergente, car absolument convergente.



