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concours blanc juin 2023

Mathématiques - �Spé MP�

Durée : 2 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de
la rédaction. Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d'énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il
a été amené à prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

� Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non e�açable pour la rédaction de votre com-
position ; d'autres couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les
schémas et la mise en évidence des résultats.

� Ne pas utiliser de correcteur.

� Les résultats doivent être soulignés ou encadrés .

� Ecrire le mot FIN à la �n de votre composition.

Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de 2 exercices indépendants.
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Exercice 1 � (Un nouveau calcul de ζ(2)). Soient n un entier naturel non nul, et

R = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ C[X].

On indique que, lorsque R possède n racines α1, . . . , αn, la somme des racines de R est donnée par :

n∑
k=1

αk = −an−1

an

Par ailleurs, tout au long de cet exercice, on note :

Pn =
1

2i

[
(X + i)2n+1 − (X − i)2n+1]

1. On pose ω = e2iπ/(2n+1). Soit z ∈ C. Etablir que :

[z racine de Pn] ⇐⇒
[
∃ k ∈ [[ 1, 2n ]],

(
ωk − 1

)
z = i

(
ωk + 1

)]
2. Déduire de ce qui précède les racines du polynôme Pn.

3. En développant le polynôme Pn, établir qu'il existe un polynôme Qn de degré n et à coe�cients
réels tel que :

Pn(X) = Qn (X
2)

4. Déterminer les racines de Qn en fonction de celles de Pn.

5. On pose Sn =
n∑

k=1

1

tan2

(
kπ

2n+ 1

) . *

a. En utilisant des résultats précédents, établir que :

Sn =
n(2n− 1)

3

b. Justi�er que :

∀x ∈ [0, π/2 [ , 0 6 sin(x) 6 x 6 tan(x)

c. En déduire que :

∀x ∈ ] 0, π/2 [ ,
1

tan2(x)
6 1

x2
6 1 +

1

tan2(x)

d. Etablir que :
n∑

k=1

1

k2
∼+∞

π2

6

En déduire la valeur exacte de ζ(2) = lim
n→+∞

n∑
k=1

1

k2
. . .

*. Indication : Sn est la somme des racines de Qn, et Qn = (2n+ 1)Xn −
(
2n+ 1

3

)
Xn−1 + · · ·
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Exercice 2 � (Sur la répartition des nombres premiers).

Notations. Tout au long de ce problème, on note (pk) la suite croissante des nombres premiers (ainsi :
p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5,. . . ).

Pour tout couple (x, y) de réels positifs avec x > y, on dé�nit P (x, y) comme valant :

â 1 si l'intervalle ]y, x] ne contient aucun nombre premier ;

â le produit des nombres premiers de l'intervalle ]y, x] sinon.

En�n, pour tout x ∈ R∗
+, on pose : K(x) = P (x, 0).

1. Préciser la valeur de K(x), pour tout réel x ∈ ]0; 6]. Préciser également les points de discontinuité �

de la fonction K.

2. Soient trois réels z < y < x. Justi�er brièvement que :

P (x, z) = P (x, y)P (y, z)

3. Soit m un entier naturel non nul.

a. Montrer que : 2×
(
2m+ 1

m

)
6 2× 4m

b. On suppose que P (2m+ 1,m+ 1) admet un diviseur premier p. Montrer que p divise (2m+ 1)!.

En déduire que p divise

(
2m+ 1

m

)
.

c. Montrer que P (2m+ 1,m+ 1) divise

(
2m+ 1

m

)
.

d. En déduire que si K(m+ 1) 6 4m+1, alors K(2m+ 1) 6 42m+1.

4. Montrer que :

∀n ∈ N∗, K(n) 6 4n

5. Montrer que :

∀x ∈ R∗
+, K(x) 6 4x

Remarque : en fait, on peut aller plus loin et établir que : K(n) ∼+∞ 4n. C'est un premier pas pour
établir que le nombre Π(n) de nombres premiers inférieurs à n véri�e :

Π(n) ∼+∞
n

ln(n)

Ceci signi�e que la probabilité pour qu'un entier 6 n pris au hasard soit premier est environ
1

ln(n)
.

Par exemple, la probabilité qu'un entier 6 102 pris au hasard soit premier est environ 0.22 (grossiè-
rement, une chance sur 4) ; la probabilité qu'un entier 6 106 pris au hasard soit premier est environ
0.072 (grossièrement, une chance sur 14).

A la limite, la probabilité qu'un entier (tout court) pris au hasard soit premier est nulle.

�. Càd les réels de l'intervalle ]0; 6] où la fonction K n'est pas continue.


