Lycée Jean Bart — MPSI — 6 juin 2023

EXERCICES 27 — APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION
FINIE

IRANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE|

EXERCICE 1. — 1/ Soit f:K? K3 . On admet que f € £ (K2 K3). Déterminer

(l’,y) — (ZE,I—i—y,Z‘ _y)
rg(f)-

2/ Soit f: R3[X]

R3[X] . On admet que f € Z (R3[X]). Déterminer rg(f).

P——P— X?P"

3/ Soit f: My(K)

M2(K) . On admet que f € Z (Ms(K)). Déterminer rg(f).

Ar— A —tr(A)],

EXERCICE 2. — (Forme linéaire).

1/ Exemple 1. Soit [ :R3 R . On admet que f est une forme linéaire sur R?.
(v,y,2)——x+y+2
Déterminer le rang de f; puis déterminer le noyau de f (base et dimension).

2/ Exemple 2. Soit f : K3[X]

K . On admet que f est une forme linéaire sur Kz[X].
Pr— P"(1)
Déterminer le rang de f; puis déterminer le noyau de f (base et dimension).

3/ Exemple 3. Soit f I'application définie en posant :

v(ﬁ Z)eMﬂK),f((i Z)>:a+b+c+d

On admet que f est une forme linéaire sur My (K).

Déterminer le rang de f; puis déterminer le noyau de f (base et dimension).

EXERCICE 3. — Soit f: R? — R3 l’application linéaire définie par f (z,y) = (z —y,y — z,0).
1/ Montrer sans faire de calcul que f n’est pas surjective.

2/ Déterminer ker f et imf (dimension et base).

EXERCICE 4. — Soit f : R* — R? l’application linéaire définie par f (z,v,2) = (x — ¥, 2).

1/ Montrer sans faire de calcul que f n’est pas injective.

2/ Déterminer ker f et imf (dimension et base).
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EXERCICE 5. — Soit n un entier naturel non nul. Montrer que I'application

[ Ra[X] R [X]

P— PP+ P
est un automorphisme de R,,[X] (on pourra admettre que f est linéaire).

EXERCICE 6. — Dans cet exercice, on considére le R-espace vectoriel E = Rogo[X] des polyndomes a
coefficients réels de degré au plus 2023.

On note G = Vect(X*° + X7 — 1) le sev de E engendré par le polynome Q = X4° 4 X7 — 1,
Enfin, on note F' la partie de E suivante : F ={P € E/P(0) = P(1)}.

1) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E. Préciser la dimension de F.
2) Etablir que £ = FPG.
3) On note pr la projection sur F parallélement a G. Quel est le rang de pp?

EXERCICE 7. — Soient F un K-ev de dimension finie, et f un endomorphisme de E. Montrer que :
[im (f?) = imf] <= [ker (?) = ker f]

EXERCICE 8. — Soient F un K-ev de dimension finie, et f un endomorphisme de E. Montrer que :
[E =ker f@imf] < [E = ker f +imf]

EXERCICE 9. — Soit n un entier naturel non nul. On note E = Ky, 1[X].

A tout polynome P de E, on associe 'élément noté f(P) de K?"™2 défini par :
f(P)=(P(0),P(1),...,P(n),P'(0),P(1),...,P'(n))

Etablir qu’il existe un unique polynoéme ) € E tel que :

f@Q)=(1,2,...,2n+2)

EXERCICE 10. — (E3A MP 2017). Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considére les applica-
tions
¢ Ry [X] ——R,[X] et AR, [X] ——R,[X]
P— PP P——P

On admet que ¢ et A sont deux endomorphismes de R, [X].

1/ Déterminer le rang de A.
2/ Etablir que ¢ est un automorphisme de R, [X].
3/ A l'aide de la question précédente :

a/ Etablir qu'il existe une unique famille de polynomes Sy, Si,..., S, de R,[X] telle que :

1 .
Viel[O,n], ¢(S)==X"

sl

b/ Etablir que la famille Z = {Sy,...,S,} est une base de R, [X].



MPSI — Applications linéaires en dimension finie — 6 juin 2023 3

4/ Dans cette question, on note id 'endomorphisme identité de R,,[X]. Etablir que :
(id—A)o(id+A+---+A") =id

5/ En déduire 'expression de S; en fonction de X, pour tout i dans [ 0,n ].

EXERCICE 11. — On considére 'application : F : Ry[X] R3

On admet que F est linéaire.

1/ Ecrire la matrice de F' dans les bases canoniques B et B’ de Ry[X] et R? respectivement.
2/ Déterminer I'image de F', puis le rang de F.

3/ A laide de la question précédente, déterminer le noyau de F. Qu’en déduire pour I'application F'?

EXERCICE 12. — On considére I'endomorphisme : f : Rg[X]| —— R3[X]

P——sF
Ecrire la matrice de f dans la base canonique B de R3[X].

EXERCICE 13. — On considére 'application linéaire :  f : R* R3
(fL’,y,Z,t) N (x-l—y—Z,y—Z—t,x—z)

Ecrire sa matrice dans les bases canoniques de R* et R? respectivement.

EXERCICE 14. — On considére ’endomorphisme : f : R? R3

(x,y,2) —— (x — 2y + 42,y + 3z, 2
Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R?. En déduire que f est un automorphisme de R3.

EXERCICE 15. — On considére 'endomorphisme : f : My(R)

M(R)

Ar— A —tr(A)l,
Ecrire la matrice de f dans la base canonique B = (F11, E1a, Ea1, Fa) de Ma(R).

1 1 -1
EXERCICE 16. — Soit A=| -3 -3 3 , et f ’endomorphisme de R? canoniquement associé a la
2 2 =2
matrice A. Déterminer “sans calculs” 'image et le noyau de f.
1 2 1
EXERCICE 17. — Soit A= | 3 6 —1 et f I'endomorphisme de R? canoniquement associé¢ a la
00 1
matrice A. Déterminer “sans calculs” I'image et le noyau de f.
1 2 =3 4
. ) 1 0 -1 0
EXERCICE 18. — On considére la matrice C' = 9 1 1 9

2 -3 1 -6

On note g 'endomorphisme de R3[X] canoniquement associé a la matrice C.
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En d’autres termes, C' est la matrice de g dans la base canonique de R3[X], a savoir B = (1, X, X2, X?).
1/ A Paide de la matrice C, déterminer g (X), g (X?) et g (1 + X).
2/ Calculer le rang de g.

3/ Déterminer une base de img, puis une base de ker g.

EXERCICE 19. — Calculer le rang des matrices suivantes :
1 3 120 4 0 -2
1/A_<4 2) 2/ A= 1 2 0 3/A_(2—1 1)
0 01
1 =20
EXERCICE 20. — On considére la matrice A= | —1 2 2
2 —4 1

On note f 'endomorphisme de R?® canoniquement associé a la matrice A.

1/ Déterminer le rang de f. En déduire la dimension de ker f.

2/ Déterminer une base de imf, puis une base de ker f.

1 0 0
EXERCICE 21. — On note ¥ = e_f = 0], e—2> = 11, e—3> = 0 la base canonique de R3,
0 0 1
et id 'identité de R3.
3 10
On considére 'endomorphisme f de R? canoniquement associé & la matrice A= | =3 0 1
1 00

1/ Calculer le rang de f. Que peut-on en déduire pour f 7

—

2/ Déterminer ker (f —id), ainsi que sa dimension. Vérifier que Ui = ef — 2es + e3 appartient a ce sous-

espace vectoriel.
3/ On pose : Uy = —¢3 + ¢35 et uj = e3. Montrer que B’ = (u_>1, @,173,)) est une base de R3.
4/ Déterminer la matrice de passage P de la base canonique % a la base %'. Calculer P~1.

5/ Soit A’ la matrice de f dans la base %'

a/ Aprés avoir rappelé la relation liant les matrices A et A’ calculer A’.

b/ Pour tout entier naturel n, déterminer A".

EXERCICE 22. — Calculer le rang des matrices suivantes :
2 3 1 1 -3 6 2 a b
/A= 0 5 1 2/ A= 2 -5 10 3 3/ A = b a | (a et b sca-
0 -3 2 3 =8 17 4 a a
laires qcques)



MPSI — Applications linéaires en dimension finie — 6 juin 2023 5

UNE NOUVELLE METHODE POUR LE CALCUL DU RANG

Le rang d’une matrice peut en général étre deviné facilement lorsque cette matrice est carrée de taille 2 ou
3. Néanmoins, pour des matrices de taille supérieure, ce n’est pas toujours une opération aussi évidente, et
il est un peu lourd de systématiquement revenir a la caractérisation de famille libre pour déterminer si les
colonnes d’une telle matrice sont liées ou non.

Une méthode alternative pour calculer le rang d'une matrice consiste a rendre cette matrice triangulaire
supérieure, exactement comme nous ’avons décrit dans ’algorithme du pivot de Gauss : le rang de la matrice
obtenue sera alors égal au nombre de coefficients non nuls sur la “diagonale”.

Les opérations laissant invariant le rang d’une matrice sont les suivantes :
> multiplication d’une colonne (ou d’une ligne) par un scalaire non nul;
> permutation de colonnes (ou de lignes) ;

> somme de deux colonnes (ou de deux lignes).

Ci-dessous, quatre exemples illustrant cette méthode :

> Exemple 1

2 3 1
Calculer lerangde A= 0 5 1
0 —3 2
2 3 1 2 3 1
Ona: rg(A)=rg|( O 5 1 |=rg[ 05 1 |=3
0 —3 2 0 0 13
> Exemple 2
1 -3 6 2
Calculer lerangde A= 2 -5 10 3
3 -8 17 4
1 -3 6 2 1 -3 6 2 1 -3 6 2
Ona: rg(A)=rg| 2 -5 10 3 |=rgl O 1 -2 -1 |]=1g|l O 1 -2 -1 ]=3
3 =8 17 4 0o 1 -1 -2 0 O 1 -1
> Exemple 3
3 10
Calculer lerangde A= | =3 0 1
1 00
3 10 1 0 3
Ona: rg(A)=rg| -3 01 |=rg|l 01 =3 ]=3
1 00 00 1

> Exemple 4
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1 2 -3 4
1 0 -1 0
Calculer le rang de C' = 9 1 1 9
2 -3 1 -6
1 2 -3 4 1 2 -3 4 1 2 -3 4
1 0 -1 0 0 -2 2 —4 0 -2 2 4
Ona: rg(d)=1g| o, 1 | o |=®| g 5 -5 10 |00 o0 o] 2
2 -3 1 —6 0o -7 7 —-14 0o 0 0 0
EXERCICE 23. — En vous inspirant des exemples précédents, déterminer le rang de chacune des matrices
suivantes :
1 -1 0 0 1 1 «
| -1 1 -1 0 3/ A= 1 a 1 | (avec a € K)
1/ A= 0o -1 1 -1 a 1 1
0o 0 -1 1
1 1 1
1 23 4/ A= | b+c a+c a+b | (avec a, bet c €
2/ A= 4 5 6 be ac ab
7 89 K)
1 0 1 1
. 0 1 0 1
EXERCICE 24. — Soit m € R. On pose : M = 01 2 1
1 m m 2

1/ Déterminer le rang de M en fonction de m.

2/ Dans cette question, on note f 'endomorphisme de R* canoniquement associé & la matrice M.
On suppose en outre que : m = 1.
a/ Préciser le rang de f, ainsi que la dimension du noyau de f.
b/ Déterminer une base de I'image de f, ainsi qu’une base de son noyau.

¢/ ker f et imf sont-ils supplémentaires dans R*?

EXERCICE 25. — (Calcul du rang). Calculer le rang de chacune des matrices suivantes.
011 1 -1 0 O 1100
1/A=11 0 1 | -1 1 -1 0 10110
110 4 D= 0o -1 1 -1 6/ F = 0011
1 11 0 0 -1 1 1 001
2/ B=| -3 00 11000
—2 01 1 -1 2 -2 01100
2 3 5/ E — 0 0 1 -1 7G=100110
3/ C=11 1 4 |1 =11 0 00011
1 -2 1 1 -1 1 0 1 0001
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Quelques exercices de synthése sur 1’algébre linéaire

EXERCICE 26. — (EXISTENCE D’UN POLYNOME ANNULATEUR, QUESTION DE COURS CLAS-
SIQUE).

Soit £ un K-ev de dimension finie, et soit u un endomorphisme de wu.
Etablir I'existence d’un polynome P € K[X] non nul tel que P(u) = 0.¢(g).
EXERCICE 27. — Soit n un entier naturel > 5. Etablir qu’il existe un unique polynéme P € C,[X] tel

que :

P+ XP'=X"-5X%*4+1

EXERCICE 28. — Une propriété des endomorphismes nilpotents. Soit £ un K-ev de dimension
finie non nulle. On note : n = dim F.

Soit f un endomorphisme non nul et nilpotent de E; on suppose donc qu’il existe un entier naturel m > 2

tel que f™ = 02 (p).

L’objectif de cette question est d’établir que : f* = 0.¢(p).

1/ Justifier qu’il existe un plus petit entier p tel que f? = 0¢(p).

2/ Montrer qu’il existe un vecteur V de E tel que la famille : {V, f(V), f2(V),..., f""1(V)} est libre.
Indication : utiliser le fait que fP~' # 0g(p).

3/ En déduire que " = 02 (g).

Remarque. La traduction matricielle de cette propriété sera qu'une matrice nilpotente A de M,, (K) vérifiera

nécessairement (au pire) A" = Oy, (k).

EXERCICE 29. — (Extrait de Concours)
Dans ce probléme, on note B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X].
On note également : id = idg,[x].

» PARTIE A - Etude d’un endomorphisme.

On considére 'application :

[ Ro[X] Ro[X]
P~ (2X+1)P— (X2 = 1) P
On admet que f est un endomorphisme de Ry[X].
1/ Ecrire la matrice A = Mg (f) de f dans la base B.
2/ Calculer le rang de f. Que peut-on en déduire pour ’endomorphisme f?
3/ Etablir que I’équation
(E) : P+ P =X2P —2XP
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admet comme unique solution dans Ry[X] le polynome nul.

» PARTIE B - Changement de base.

On consideére la famille B’ = (P, P, Ps) avec :

P =X%—1; Py = (X —1)%; Py=(X+1)

4/ Etablir que la famille B’ est une base de Ry[X].

5/ Ecrire la matrice de passage P de la base B a la base B'.

6/ Aprés avoir briévement justifié que P est inversible, calculer P!, *
7/ BEcrire la matrice A’ = My (f) de f dans la base B'. 1

8/ En déduire qu’il existe (au moins) un polynome S € Ry[X]| non nul, tel que f(S) = 3S. Donner un
exemple d’un tel polynome S.

9/ Soit n un entier naturel. Préciser Pexpression de A’ ainsi que le lien entre A™ et A™".

1
x. On pourra vérifier que P~! = 1 R, ou R € M3(R) est une matrice dont les coefficients appartiennent & {—2,—1,0,1,2}.

7. On pourra vérifier que A’ est une matrice diagonale.
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» PARTIE C - Origine de B'.

Dans la partie précédente, on a introduit une base B dans laquelle la matrice de f est diagonale (cad
“particulierement simple”). Comme vous vous en doutez, cette base n'a pas été choisie au hasard, et la
méthode générale pour la déterminer releve du programme de Spé.

Néanmoins, dans le cas particulier de cet exercice, il existe une autre méthode pour expliquer ['origine de
la base B, uniquement basée sur des connaissance de Sup. L’objectif des questions ci-dessous est précisément
de présenter cette méthode.

10/ Deux propriétés générales des endomorphismes de R,[X].

Soit p € Z (Ro[X]), et soient A1, Ay et A3 trois réels deux a deux distincts. On suppose qu’il existe trois
polynomes non nuls P, @ et R dans Ry[X] tels que :

o(P) = M P; (Q) = XQ; (R) = AR

a/ Etablir que la famille F' = (P, @Q, R) est une base de Ry[X].
b/ Montrer que : [p € GL (Ry[X])] <= [AMA2A3 # 0]

11/ Soit A un réel, et soit P € Ry[X]. Etablir que f(P) = AP si et seulement si P est solution de ’équation
différentielle (22 — 1)y — 2z +1— X))y = 0.

12/ On note (E)) l'équation différentielle : (22 — 1)y’ — 2z +1— X))y = 0.

a/ Résoudre I'équation différentielle (E)) sur l'intervalle I = | 1;+oo[.*

b/ Montrer qu'il existe une fonction polynomiale non nulle solution de (E)) sur | 1;+o0o [ si et seulement
siAe {-1;1;3}.
EXERCICE 30. — (Inversibilité +— Rang maximal).

Pour toute matrice carrée A, il est équivalent de dire que A est inversible ou que le rang de A est égal a n.
Formellement ® :

VAe M, (K), [Ae€ GL.(K)] <= [rg(A) = n]

2 -1 2
Cette observation faite, on propose ci-dessous de prouver que la matrice A = 5 =3 3 de quatre
-1 0 =2

maniéres différentes.

1/ Résoudre le systéme “AX = B”. En déduire que 3/ Calculer le rang de A. En déduire que A €
A € GL3(R). GL3(R).

9/ Caleuler (A +I.)3. En dédui A€ GLa(R). 4/ Montrer que les colonnes de A sont linéairement
/ Caleuler (A +1,)". En déduire que 3(R) indépendantes. En déduire que A € GL3(R).

1. Par “résoudre ’équation différentielle” on entend “déterminer toutes les fonctions de € (] 1; +oc0 [, R) solutions de (E)”.
§. C’est une conséquence du théoréme du rang : ’endomorphisme f de K™ canoniquement associé & la matrice A est surjectif
(cad rg(f) =rg(A) = n) SSI il est bijectif (cad f € GL(K"), soit A € GL,(K)).
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EXERCICE 31. — On considére I'application : f : R? R?
On admet que f est un endomorphisme de R2.
1/ Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de R?.
2/ Justifier que f est un automorphisme de R?. Donner I'expression de I’automorphisme réciproque .
3/ On considére & présent la famille B’ = (u,v), oit u et v sont deux vecteurs de R?, de coordonnées dans
la base canonique : u = (1,2) et v = (2, 3).
a/ Justifier que B’ est une base de R?.

b/ Ecrire la matrice de passage de la base B a la base B’. Dans la suite de I’exercice, on pourra noter P
cette matrice.

¢/ Calculer la matrice A’ de Papplication linéaire f dans la base B’ (on vérifiera que A’ est une matrice
diagonale).

d/ Calculer pour tout entier naturel n la matrice A" ; puis la matrice A".



