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CB1 du 14/01 : Physique (4h)

Solution de I’exercice 1 : Modélisation du mouvement d’une plateforme en mer :

Q.1

Q.3

Q.5

Q.6

Systéme : {M(m)} plateforme en mer assimilé & un point matériel.
Référentiel : Le référentiel terrestre supposé galiléen noté.
Repérage : cartésien unidimensionnel selon 'axe (Ox).

Bilan des forces : A I(t)
e le poids : ? = fmgtTy) ; k
ZW Fo
— 2 — X
e la réaction normale : Ry = Ry, ; 7 Fy, —
e la force de rappel : F, = —k(I(t) — lo) U4 ; 7 v ]«T; (]A)R—K B (]A)m
A A Ve
o force de frottements fluides : = - > X
Fy= —fy?(M)/% = iU, avec vy > 0 ; lo 0
o force excitatrice sinusoidale : Il apparait sur le schéma : [(t) = lp + x(¢) puisque la
Foo = F cos(cut)ﬁgC ; position d’équilibre de la masse est prise en x = 0.
— = = —
Principe fondamental de la dynamique : ? + RN+ Fi+ Fg+ Foye = mﬁ(M)/(@
Par projection selon (Ox) : ‘ —k(I(t) — lo) — & + Fycos(wt) = mjf‘ (10)
? =57 . . )y .
et Ry n’interviennent pas dans I’équation du mouvement (elles se compensent).
T U - ;
Dans ce cas Fy = 0 et Fexe = 0 et équation du mouvement (10) se reécrit alors : ‘mm = —k(l(t) — o) ‘smt avec

I(t) = lo + a(t) :

a

k [ k
En posant w = — soit wg = y/ — la pulsation propre du systéme ([wg] = T~1), on réécrit 'EDLy précédente :
m m

caractéristique de 'oscillateur harmonique.

Soit ‘ x(t) = Ag cos(wot) + By sin(wot) ‘ puis on applique les conditions initiales :

z(t =0) =z Ax1+Bx0=uxg A=z
— —
(t =0) = &g avec &(t) = —Aowo sin(wot) + Bowp cos(wot) —Awy x 0+ Bwy = 2o B = iy/wy
Finalement : | z(t) = xg cos(wot) + o sin(wpt) est la solution de 'EDL,.
wo

On donne z(t) = Rg cos(wot — ¢g) = Ro cos(¢g) cos(wot) + R sin(¢o) sin(wpt).
Par identification avec z(t) = Ag cos(wpt) + By sin(wpt), on obtient :

. 2
X
Ro cos(dho) = Ao Ro=/AZ 1 B2 Ro=y|a2+ <0>
— BO E .
Rosin(¢o) = By tan(¢o) = —— o

Allure de z(¢) : avec la période propre

2
Ty = 2.
wWo
1 .9 1 . 2 . 1 2 2 2
K(t) = —mi?(t) = —m(—Rowo sin(wot — ¢p))? soit | K(t) = =mRwg sin”(wot — ¢o)
e 2 2 2
Par définition :

1 . 1
U(t) = (M) )2 +W: ékxz(t) soit |U(t) = ikRS cos®(wot — ¢o)
1
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1
D’ot Iénergie mécanique du systéme : E(t) = K(t) + U(t) = ikR% (sin?(wot — ¢o) + cos? (wot — ¢o))

=1

2
E(t) = %k =t

soit en accord avec le modéle sans frottements de 'oscillateur harmonique.
Q.7 Soit :
—U()
————— K()
E(t)
>t
o
Q.8 Avecici Fexe = 6), léquation du mouvement (10) se réécrit alors :
5o Kk
. . ..oy k wy = —
mi = —kx —y& <= |%+ — + —x = 0| on pose alors : m (12)
m m -
2Qwo =
m

Q.9

Q.10

Pour réécrire : | & 4+ 2(woz + o.)gx =0 ‘ caractéristique de 'oscillateur mécanique amorti.

v
2v/mk

Dans le cas ot ¢ < 1, on pose ’équation caractéristique associée a 1’équation différentielle homogéne :

Y Yo/mo .
= /= soit
2muwyg 2m\ k SOt

on a alors : ( =

¢=

coefficient d’amortissement (proportionnel a 7).

"I‘Q + 2¢wor +wi =0 ‘ de discriminant A = 4¢2wi — 4wd = 4wi (¢t — 1)

Avec ¢ < 1 on a nécessairement A < 0 = régime transitoire pseudo-périodique.

Les solutions de I’équation caractéristique sont complexes conjuguées telles que :

1 . . o
T = —C temps caractéristique du régime transitoire
Wo

1
ri2=—Cwotwov/1—(%2=—-==%jwg; ou
T wq = wgy/1 — (2 pseudo pulsation

—Cwot

On admet la solution de ’équation différentielle homogene : |zy(t) =€ (Ag cos(wgt) + Bgsin(wgt))

Par linéarité de 'EDLg, z(t) = x, + xu(t) avec ici ¢, = 0 d’ou la solution générale :
—Cwot

soit z(t) = e (A4 cos(wgt) + By sin(wqgt))

Cwot —Cwot
(

et &(t) = —Cwoe Agqcos(wgt) + Bgsin(wgt)) + e

on applique les conditions initiales du probléme :

(—Agwg sin(wgt) + Bawg cos(wqat))

x(t Aq = o

i(t

0)
0)

) Agx 1+ Bgx0=x
=

To —CWQ(Ad + O) +1x (0 + Bdwd) = Iy

—

1.
By =— (xo + l‘oCMo))
wd

ngt

On donne : z(t) = Rde_cw(]t (cos(@q) cos(wgt) + sin(Pq) sin(wqt))

(Aq cos(wgt) + Bgsin(wgt)) on obtient :

cos(wgt — ¢g) = Rae

—Cwot
Par identification avec z(t) = e oo

2
Zo + zolw
ooy =0 _ [ re=vaEm || e (275)
Rgsin(¢q) = Bq tan(¢q) = i tan(de) = 1 [y e
¢ v m ToWo
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Q.11 Allure de z(¢) : —

1 1 —Cw —Cw
Q.12 Par définition :K(t) = imj:z(t) = im(_CRdWO cos(wgt — @g)e cnt _ Rawqe cont

SiIl((,dot — ¢)0))2

K(t) = %mRﬁeﬁcw(’t(cwo cos(wat — ¢q) + wasin(wat — ¢q))?

K1) = SmR3e ™™ (Pl coswat — 6a) + i sinwat — 92) + Ao cos(ost — Ga)sin(ent — 60)

K(t) = %mRﬁwge_gcht (¢ cos*(wat — pa) + (1 — () sin® (wat — ¢a) + 20v/1 — (2 cos(wat — pa) sin(wat — ¢a))
U(t) = %W(t) = %kR%e’%““ cos?(wat — ¢a)

2wot
0 s (wat — @q)

D’ou I'énergie mécanique du systéme : E(t) = K(t) + U(t)
72Cw0t

1 _
U(t) = imR%wge

1

+cos? (wot — o))

1 —2¢w
E(t) = §kale oot

[
E(t) = ShR3e Howot

(€2 cos? (wqt — ¢q) + (1 — ¢2) sin®(wqt — ¢q) + 2¢/1 — 2 cos(wgt — @g) sin(wgt — ¢g)

(14 ¢*(cos?(wat — pa) — sin2(wdt — ¢aq)) + 2¢\/1 = (Zcos(wgt — ¢q) sin(wat — dq))
(14 ¢2(cos?(wat — pg) — sin?(wat — da)) + C/1 — (2sin(2wqt — 2¢4))

1 —2Cw
E(t) = ikRﬁe oot

(1 + ¢% cos(2wat — 2¢4) + ¢/ 1 — C2sin(2wat — 264))

1
On retrouve le modeéle de Voscillateur harmonique pour ¢ =0 : E(¢) = §kR§ = Cte

Pour ¢ = 1 on se trouve en régime transitoire critique (retour a I’équilibre mécanique le plus rapide) dans ce cas

—2wot
wg=0et BE(t)~C%* xe “*" décroissance exponentielle de I’énergie.

Q.13 Par application du théoréme de la puissance mécanique dans & galiléen :
dE

L’énergie totale est bien une fonction décroissante du temps (influence des frottements).

Q.14

Les instants tq et to étant séparés d’une pseudo période T', on a alors :

T R eiCWOt1 2m
' (932> ’ (Rde_M” > RV

Dans le cas limite ot ( € 1: /1 —(¢2~1, on a alors :

Q.15 Relevés graphiques : 1 ~ 1,4602cm et x5 ~ 1,0661 cm on a alors AN : ( =5 x 1072

k=27N-m!

, d’out :
v ~1,7x10%kg-s*

Dans ce cas on a également wy ~ wy soit wy ~

ta — 11

décroissance est plus rapide et on observe moins d’oscillations.

Q.16

On réécrit ’équation du mouvement (10) : ‘mﬂ'é = —kax(t) — yi(t) + Fp cos(wt) ‘

k ¥ .
On pose de méme w? = — et 2wy = — pour rééerire :
m m

F
i + 20w 4+ wiz = =2 cos(wt)
m

Lorsque n augmente, la
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Q.17

Q.18

Q.19

Q.20

Au signal réel x(t) = X cos(wt — ¢) est associé le signal complexe : z(t) = Xe](m_(b)

on réécrit 'EDLy en notations complexes :

Fy w —jo j Fy j
T+ 2§w0§+w§g: 0 ! — Xe J¢%(—w2 + 2Cwojw —I—wg) = —0%
m m

F 2
dou | X = o/m et | tan(¢) = #02
\/(wg _ w2)2 + 4C2w2w3 wh —w
X k
On exprime M = = > /m 5 avec r = w/wg pulsation réduite :
Fo/m /(w2 — w?)? + 4C2w2w?
1 1
M = PN M =
2 2\ 2 2,2 (1—r2)2 +4¢%r?
(wo—w) +4<2ww0
wi wi
0 0

sans dimension et est analogue a une fonction de transfert H.

A la résonance, 'amplitude réelle de la réponse passe par un maximum, soit si g(r) = (1 —r2)? + 4¢?r? passe par
un minimum. On résout alors ¢'(rpes) =0 :

2 X (=2pes) X (1 = 72.) +4¢% X 2705 = 0 <= 2105 (4¢? — 2(1 — 12,)) = 0 <= 4¢% — 2 + 277

res

=0

1
rfeszl—2c2>0‘sig<ﬁalors wr =woy/1—2¢2 |

Exploitation de la figure : dans le cas ou { < 1, on reléve Ty ~ 4s.

Comme 7y # 0 :

Sachant que w, =~ wp, avec une période d’excitation de 8s, on est suffisamment loin de la résonance et permet
d’éviter des amplitudes de mouvement et de déformation trop importantes.

Solution de l’exercice 2 : Camera de contrdle des plaques d’immatriculation

Q.1

Q.4

Q.5

Pour former I'image réelle (OA’ > 0) d’un objet réel (OA < 0) il faut nécessairement utiliser une lentille convergente
(f'>0).

On cherche a établir la condition de projection :

— 1 1 1
On cherche z = PO a l'aide de la relation de conjugaison — — =— = —
oc oprP f
— — 1 1 1
avec PC=Det OC=D —z = +-=_—<=22-Dx+Df =0

D—z 2« f
de discriminant A = D? —4DF’ = D(D — 4f’) on ne cherche que des solutions réelles a conditions que A > 0 =

On applique la relation de conjugaison avec origine au centre O :

EUNNE SN S SN S SR e
ocC OoP [ oc f' OP L f

Pour que OC > 0 on doit forcément avoir f' > 0 et L > f’.

5 00 /
Le grandissement ~ est définit par : v = =5 = % soit |y = f/f T

<0

On voit que dans tous les cas L > f’ d’ou I'image se situe dans le plan focal image de la lentille ot 'on
placera le capteur CCD.

A
=

De méme | v ~

Modéle de caméra 1 2 3 4 5
7(10_3) -1,75 | -1,72 | -1,78 | -1,71 | -1,78

D’ot la valeur moyenne : | Ymoy = 1,75 X 1073 |,

o longueur  752a oo .
L’énoncé nous indique que le capteur CCD est un rectangle de On nous indique la diagonale

largeur 582a
d = a\/7522 + 5822 soit d = 951a = 0,635 cm
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On en déduit la longueur a du c6té d’un pixel :

longueur 5,02 mm

D’ou les dimension du capteur CCD :

largeur 3,89 mm
5,02 x 1073
Q.7 La "largeur" du champ de vue vaut 1:7;;71073 = 2,87m.
3,80 x 1073
" n T —
La "hauteur" du champ de vue vaut 175 < 103 2,22m

D’ott les dimensions du champ de vue : | 2,87 x 2,22m?

Pour la hauteur il n’y a aucun probléme car les plaques d’immatriculation sont installées en bas des véhicules.
Pour la largeur : 2,87 m est suffisant pour une route & sens unique. Il faut 1 caméra par voie pour des routes plus
larges.

Q.8 Un caractére de la plaque fait 79 mm de haut et 50 mm de large, que ’on multiplie par la grandissement transversal
(en valeur absolue) et on obtient :

138 x 87,5 pm? soit en pixels : 21 x 13

Q.9 ~ trop grand = zone observée beaucoup plus réduite.

~ trop petit = L’image des lettres sur trop peu de pixels pour étre reconnu.

Q.10 De jour comme de nuit, il y a beaucoup trop de sources de lumiére visible. Effectuer des mesures IR permet
d’effectuer des recoupements entre les résultats et minimiser les erreurs.

Q.11 On considére un objet PyB orthogonal & I'axe optique et on cherche la position de son image.

A

L = PO
Q.12 On a la figure suivante :

7\ |

B 3

A !

F’ Co : Cl —+

Py Py F o 1
-« \
S — ~ /
— B

Ay =FRP

\/

Q.13 On applique la théoréme de Thalés aux triangles formés par les rayons passant par les bords de la lentille et I’axe
optique :

=—=d1 =D
c,0 D !

CiCo _ di (1 - oco>
0C

5
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~_ ['L =~ _ J(L—=A)
On a vu que OCy = L—f donc en remplagant L par L — Ay on a OCy = LA —f soit :
OCO> ( (L—A;— )L ) ((ZAl)(L/f')Mf/)L>
di=D(l—-=—)<=d=D(1- < di =D
' ( 0C, ' (L= AL - f) ' (L= f)(L = A1)
f'Aq
di =D
== Ay

Q.14 Soit la figure suivante :

B

‘ >
, ; — >
Py P F
PoP, = —-As <0
f'Aq JAY!
d h L "idy~~D—r— ~D
Q.15 Sachant que L < f' : dy L= A et do L+ &)
s J'Atlim L?a
Q.16 On considére a = Dm = | Allim = Df +al
. J' Dotim L?%a
=D——— A im = =5 -
On consideére a LL + Bon) = | Ag Df —al

Q.17 AN : Allim = 2,54111 et Aghm = 5,84m
Q.18 Soit Z = A1jim + Azlim

_ 1 1 o Df' —al+ Df +al _ 2Df'L?a
Z="L' (Df’+aL + Df’—aL) —Z=1L a((Df’+aL)(Df’—aL)) = 2= DR aLh?

Q.19 AN: Df' =1,6 x 107*m? et aL = 6,3 x 107> m? on peut donc conclure que (D f)? > (aL)? soit :

7~ 2L%a
Df’

Q.20 Avec une valeur de D faible, on obtient une profondeur de champ du méme ordre de grandeur que L. Ca permet
d’éviter d’installer un systéme de mise au point et de prendre de faire des acquisition rapidement.
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