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CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N1 — 9 SEPTEMBRE 2023 I

EXERCICE 1 — | (LOI DE MORGAN).

Soient P et () deux assertions logiques. On a la table de vérité suivante :

PIQIPAQ|IPVQ|PAQ
VIV, V F F
V|F| F F F
FIV| F F F
FIF| F V \Y

Les assertions P V Q et P A Q prennent simultanément les mémes valeurs de vérité : elles sont donc logique-

ment équivalentes.

Conclusion. PVQ =P AQ

EXERCICE 2 — | (QUANTIFICATEURS)

Dans cet exercice, on considére une fonction f : R — R. On rappelle que cette notation signifie que f est

une fonction définie sur R, et a valeurs réelles.

1/ Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes (uniquement & titre indicatif, la traduction de

chaque assertion est écrite entre parenthéses en italique).

a/ 3Ce R, Ve R, f(z)=C (la fonction f est constante)

VCe R, Jze R, f(x)#C
b/ ATe R, Ve e R, f(z+T)= f(x) (la fonction f est périodique)
VI'e Ry, 3z e R, f(a+T)# f(x)

¢/ VBe Ry, Jae Ry, Vee [-11], (7] <a) = (If(z) - f(0)] < B)

(la fonction f est continue en 0)

e R, Vae R:, Jee [—1,1], (Jz| <o)V (|f(x)— f(0)] > B)
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2/ Dans cette question, x et y désignent deux nombres réels arbitraires. Ecrire la réciproque, la négation,
et la contraposée de I'implication

Réciproque : [z =y] = [f(z) = f(y)]

Négation : [f(z) = f(y)] A [z # 9]

Contraposée : [z #yl = [f(2) # f(y)]
EXERCICE 3 — | (SUITE).

On considére la suite réelle (u,,) définie par ug = 2, u; = 7, et la relation de récurrence :
Vne N, upo=Tup — 12u,
Démontrer que :
Vne N, Uy = 3" + 4"

Démontrons que Vn € N, u, = 3" + 4" par récurrence double sur n.
Notons P(n) lassertion : u, = 3" + 4",

» Tnitialisation (n =0 et n = 1). D’une part : ug = 2 (énoncé) et d’autre part 3° 4+ 4% = 2. Donc P(0) est
vraie.

D’une part : u; = 7 (énoncé) et d’autre part 3' +4' = 7. Donc P(1) est vraie.

» Heérédité. Supposons P(n) et P(n + 1) vraies pour un certain entier naturel n. On a alors :

Upio = TUpr1 — 12uy, (selon I’énoncé)

= Upyp = T (3" 4 47T — 12(37 + 47) (hypothése de récurrence)
= e = 21 X 3" 28 x 47 — 12 x 37 — 12 x 47

> Upyo =9 x 3" 416 x 4"

= Uppo = 32 x 3"+ 42 x 4"

= Uy = 372 4 472

Ce qui signifie que P(n + 2) est vraie, et établit 'hérédité de la propriété.

Conclusion. Vn € N, Up = 3" + 47
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EXERCICE 4 — | (LOGIQUE APPLIQUEE)

Dans cet exercice, on note C' I’ensemble des éléves d’une classe de Sup du lycée Jean Bart, G I’ensemble des
garcons de C', et F' 'ensemble des filles de C.

On va considérer dans cet exercice des propositions concernant I'age et/ou les relations d’amitié entre les
éléments de C'; si z et y désignent deux éléves de C' (on peut avoir éventuellement x = y), on notera :

e pour 'age,
« x est plus jeune que y » par x <y

e pour les relations d’amitié,
« raimey» par xQy
et
« r n'aime pasy » par x Qy

Traduire les phrases suivantes par des propositions logiques avec quantificateurs :

1/ « personne n’aime personne »
Vee C, dye C, 2Qy
2/ « l’amitié n’est pas toujours un sentiment réciproque »
3 (z,y) € C2, (2Qy) A (y L)
3/ « chaque fois que deux gar¢ons aiment une méme fille, ces deux garcons ne s’aiment pas »

V(z,y) € G° Vz e F [(202) A (y02)] = [z Py) Ay L))
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EXERCICE 5 — | (ENSEMBLES)

Soient E' un ensemble, et A et B deux parties de E. On définit la différence symétrique de A et B (et
on note AAB) comme la partie de E suivante :

AAB = (A\B)U (B\A)
Etablir que :
AAB = (AUB)\ (AN B)

On a :
AAB = (A\B)U(B\A)

< AAB = (ANB)U(BNA)

< AAB = [AU(BNA)|Nn[BU(BNA)] (distributivité)

<~ AAB = |[(AUB)N (A U Z) N (E U B) N(BUA)| (re-distributivité)
=F =K

< AAB = [(AUB)NEIN[EN(BUA)]

< AAB = (AUB)N(AUB)
< AAB = (AUB)N(ANB) (loi de Morgan)
<= AAB = (AUB)\(ANB)

Conclusion. AAB=(AUB)\(ANB).



