MPSI — COLLE 1 (18 AU 22 SEPTEMBRE 2023)

: LOGIQUE ET ENSEMBLES — METHODES ALGEBRIQUES

Chapitre 1 : Eléments de logique et de théorie des ensembles
1 — Logique
Définitions : assertion logique (ou proposition mathématique), propositions logi-
quement équivalentes, table de vérité, proposition contraire =P (ou non P ou P),
proposition PV @, proposition PAQ. Les opérations V et A sont distributives 'une
par rapport a l’autre. Principe du tiers exclus (P est vraie ou fausse), principe de

non-contradiction (P ne peut étre a la fois vraie et fausse).
Lois de Morgan : non (P V Q) = non P A non @ et non (P A Q) =non PV nonQ

Quantificateurs. Régles de négation : non (Vz € E, A(x)) = (3 z € E,nonA (z))
et non(Jx € E,A(z)) = (Va € E,nonA (z))

2 — Ensembles

Définitions d’ensemble, d’inclusion et d’égalité entre deux ensembles. Régle de
B SSI A C Bet B C A. L’ensemble des parties d’un
ensemble F est noté & (E) (rq : 'ensemble vide @) et E appartiennent toujours a

Z (E)).

double inclusion : A =

Opérations sur les ensembles : soient E un ensemble, A et B deux éléments de

2 (E) : définition de AN B, AUB, A\ B et A= E\A.

Propriétés: AN B = AUB et AU B = ANB (“lois de Morgan pour les ensembles”).

Définition du produit cartésien £ X F'; notation B = FE X E x --- X E.
n fois
3 — Exemples de démonstrations mathématiques
Démonstration d’une implication ; d’une équivalence (par double implication) ; par
récurrence (simple ou double) ; par absurde (ex : v/2 € Q) ; par analyse-synthése

(décomposition “paire + impaire”).

Chapitre 2 : Méthodes algébriques

1 — Brefs rappels sur les suites

Définition. Cas particuliers des suites arithmétiques et géométriques.

2 — Sommes

Somme : notation Zai pour (a,) une suite et I un ensemble d’indices. En pra-
ie I
n
tique on a souvent : I =[ 0;n | et on note alors Z a; la somme “ag+ai+- -
i=0

A _"_anw-

Propriétés des sommes : soient ( n) et (b ) deux suites, A un réel.

P
)Linéaritézz (ag +br) = Zak—FZbk etz (Aag) —)\Zak
k=n
ZakuakJr Z ag

k=m+1

» “Relation de Chasles”

QUELQUES SOMMES REMARQUABLES

» Somme des termes d’une suite géométrique. Pour (un) une suite géométrique

n 1 n+1 1— n—p+1
de raison ¢ # 1 : Zuk—uox 1q Zuk—up 57
—q
k=0
1

» Somme des premiers entiers. Z k= #

k=0

- 1(2n+1
» Somme des premiers carrés. Z k? = n(n+ )6( ntl)

k=0
1
» Somme des premiers cubes. Z k3 (n+1)

n TL2 2 n 2
k=0 k=0
p

» Sommes télescopiques : E (Gk+1 — ag) = apr1 — @
k=n

3 — Produits

Produit : notation H a; pour (a,) une suite et I un ensemble d’indices. En pra-

i€ I
n

tique on a souvent : I =] 0;n ] et on note alors H a; le produit “ag xay X - -
i=0
n) et (by

) deux suites, A un réel.
n n n
= Hakx ku et H()\ak)
k=p k=p k=1

n
v Lo
k=1

X ay.

Propriétés des produits : soient (a

> H (ak X bk)
k=p
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k=m-+1
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» “Relation de Chasles” : H ar = H ap X
k=n k=n

P
. , . Ax41 ap41
» Produits télescopiques : H L S AR
& ag an,
=n

n
Définition de factorielle : Vn € N*, n! = H k et 0! = 1. Pour tout n € N*, on a :
k=1
n!l=(n—1)!xn.
4 — Coefficients binomiaux et binéme de Newton

Au programme de la colle 2.

QUESTIONS DE COURS

» Décomposition paire + impaire (existence) : toute fonction définie sur

R est la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire définies sur R

n ’I’L2 (n+1)2 n 2
)Sommedescubes:VnEN,Zkﬁziz Zk‘
k=0

» Propriété (somme des termes d’une suite géomeétrique) : Soit (uy,)

une suite géométrique de raison ¢ € R, avec ¢ ;é l.Ona:
n+1

n 1_
Zuk:uw%
k=0 —4

» Exo sur la récurrence double, extrait du DS1 : soit la suite réelle (uy,)

définie par ugp = 2, u; = 7, et la relation de récurrence :

VneN, uppo="Tupy1 — 12u,

Démontrer que : Vn € N, Uy = 3 + 4"

OBJECTIFS DE LA SEMAINE :

» Connaitre son cours, ce qui signifie connaitre les définitions, les énoncés
des théorémes, et notamment les sommes remarquables; avoir compris les

exercices vus en cours/TD.

» Pour cette semaine, et pour la suite de I’année : avoir compris le principe des

# méthodes de démonstration (compétence qui sera archi-développée en

cours d’année, ou - presque. . .- tous les résultats seront prouves).

» En particulier, étre au point sur la méthode du raisonnement par ré-

currence (simple ou double).



