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Corrigé du DS de Mathématiques n02 � 16 septembre 2023

Exercice 1 � (Applications du cours)

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ Soit n ∈ N. Calculer les sommes : S1 =
n∑

k=0

5k et S2 =
n∑

k=0

(
n

k

)
5k.

La somme S1 est géométrique de raison 5 ̸= 1. D'après le cours : S1 =
1− 5n+1

1− 5

Conclusion. S1 =
5n+1 − 1

4

D'après le binôme de Newton : S2 = (5 + 1)n. Conclusion. S2 = 6n

2/ Soit n ∈ N, avec n > 2. Calculer : S3 =
n∑

k=2

ln

(
1 +

1

k

)
.

On a : S3 =
n∑

k=2

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=2

ln

(
k + 1

k

)
=

n∑
k=2

(ln (k + 1)− ln(k)) =︸︷︷︸
som. télesc.

ln (n+ 1)− ln(2)

Conclusion. S3 = ln

(
n+ 1

2

)

3/ Soit x ∈ R. Calculer : S4 =
n∑

k=0

x4k.

On a : S4 =
n∑

k=0

(
x4
)k
. La somme S4 est donc géométrique de raison x4. On distingue deux cas suivant

que x4 est égal à 1 ou non.

Si x4 = 1 (⇐⇒ x = ±1). Alors : S4 =
n∑

k=0

1 = n+ 1.

Si x4 ̸= 1 (⇐⇒ x ̸= ±1). Alors : S4 =
1− (x4)

n+1

1− x4
.

Conclusion. S4 =


1− (x4)

n+1

1− x4
si x ∈ R\ {±1}

n+ 1 si x = ±1
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Exercice 2 � (Sommes de référence)

Soit n un entier naturel. On pose : S =
n∑

k=0

(
4k3 + 6k2 + 2k

)
.

Etablir que : S = n (n+ 1)2 (n+ 2)

Par linéarité de la somme : S = 4
n∑

k=0

k3 + 6
n∑

k=0

k2 + 2
n∑

k=0

k

D'après le cours : S = 4
n2(n+ 1)2

4
+ 6

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ 2

n(n+ 1)

2

⇐⇒ S4 = n2(n+ 1)2 + n(n+ 1)(2n+ 1) + n(n+ 1)

⇐⇒ S4 = n(n+ 1) (n(n+ 1) + 2n+ 1 + 1)

⇐⇒ S4 = n(n+ 1) (n(n+ 1) + 2(n+ 1))

⇐⇒ S4 = n(n+ 1) ((n+ 1)(n+ 2))

Conclusion. S = n (n+ 1)2 (n+ 2)

Exercice 3 � (Suite récurrente)

On considère la suite réelle (un) dé�nie par u0 = 2, et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, un+1 =
16 (2n+ 3)

n+ 1
un

Démontrer que :

∀n ∈ N, un =
2 3n (2n+ 2)!

n! (n+ 1)!

Pour tout n entier naturel, posons P (n) : �un =
2 3n (2n+ 2)!

n! (n+ 1)!
�

ä Initialisation (n = 0). D'après l'énoncé : u0 = 2. Et :
20 (2)!

0!1!
= 2.

D'où P (0) est vraie.

ä Hérédité. Supposons P (n) vraie pour un certain entier naturel n. On a :

un+1 =
16 (2n+ 3)

n+ 1
un (énoncé)

⇐⇒ un+1 =
16 (2n+ 3)

n+ 1
× 2 3n (2n+ 2)!

n! (n+ 1)!
(hypothèse de récurrence)
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⇐⇒ un+1 =
2 3n+4 (2n+ 3)!

(n+ 1)! (n+ 1)!
× 2n+ 4

2n+ 4

⇐⇒ un+1 =
2 3n+4 (2n+ 4)!

(n+ 1)! (n+ 1)!2(n+ 2)

⇐⇒ un+1 =
2 3n+3 (2n+ 4)!

(n+ 1)! (n+ 2)!

Ce qui signi�e que P (n+ 1) est vraie, et établit l'hérédité de la propriété.

ä Conclusion. ∀n ∈ N, un =
2 3n (2n+ 2)!

n! (n+ 1)!

Exercice 4 � (Sommes niveau 2)

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ Soit n ∈ N, avec n > 2. Calculer : S1 =
n∑

k=2

ln

(
1 +

2

k

)
.

On a : S1 =
n∑

k=2

ln

(
1 +

2

k

)
=

n∑
k=2

ln

(
k + 2

k

)
=

n∑
k=2

(ln (k + 2)− ln(k))

On réécrit alors diaboliquement la somme S1 :

S1 =
n∑

k=2

(ln (k + 2)− ln (k + 1) + ln (k + 1)− ln(k))

D'où : S1 =
n∑

k=2

(ln (k + 2)− ln (k + 1)) + (ln (k + 1)− ln(k))

⇐⇒ S1 =
n∑

k=2

(ln (k + 2)− ln (k + 1)) +
n∑

k=2

(ln (k + 1)− ln (k)) (linéarité de la somme)

⇐⇒ S1 = ln (n+ 2)− ln (3) + ln (n+ 1)− ln (2) (sommes télecopiques)

Conclusion. S1 = ln

(
(n+ 2)(n+ 1)

6

)

2/ Soient n ∈ N et x ∈ R. On pose S2 =
n∑

k=0

(
n

k

)
e2kx. Etablir que : S2 = 2n enx chn (x)

On a : S2 =
n∑

k=0

(
n

k

)
e2kx =

n∑
k=0

(
n

k

)(
e2x

)k
.

Selon le binôme de Newton : S2 = (e2x + 1)
n
.

D'où : S2 = [ex (ex + e−x)]
n
= [ex2ch(x)]n = enx2nchn(x).

Conclusion. S2 = 2n enx chn (x)
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Exercice 5 � (Coefficients binomiaux)

Lorsque l'on considère une ligne de rang pair du triangle de Pascal, on peut observer que le plus grand

coe�cient binomial est situé au milieu de la ligne.

Par exemple, la ligne �2� du triangle de Pascal est : 1 � 2 � 1 ; et la ligne �4� est : 1 � 4 � 6 � 4 � 1.

L'objectif de cet exercice est de donner la preuve de cette observation.

Tout au long de cet exercice, n désigne un entier naturel non nul �xé.

Pour tout entier naturel k, on pose :

uk =

(
2n

k

)

1/ Donner sans justi�cation les valeurs de u0, u1, et u2.

Observons que d'après l'énoncé, 2n > 2. On a donc, d'après le cours :

u0 =

(
2n

0

)
= 1 ; u1 =

(
2n

1

)
= 2n ; u2 =

(
2n

2

)
=

2n(2n− 1)

2

Conclusion. u0 = 1 ; u1 = 2n ; u2 = n(2n− 1)

2/ Que vaut uk lorsque k > 2n+ 1 ?

D'après le cours :

(
2n

k

)
= 0 si k > 2n.

Conclusion. uk = 0 lorsque k > 2n+ 1.

3/ Soit k ∈ [[ 0, 2n− 1 ]]. Etablir que :

uk+1

uk

=
2n− k

k + 1

Soit k ∈ [[ 0, 2n− 1 ]]. On a : uk+1 =

(
2n

k + 1

)
et uk =

(
2n

k

)
.

Or, d'après le cours : uk+1 =
(2n)!

(k + 1)!(2n− k − 1)!
et uk =

(2n)!

k!(2n− k)!
.

On en déduit que :

uk+1

uk

=
(2n)!k!(2n− k)!

(k + 1)!(2n− k − 1)!(2n)!
=

k!(2n− k)!

(k + 1)!(2n− k − 1)!

Conclusion. ∀ k ∈ [[ 0, 2n− 1 ]],
uk+1

uk

=
2n− k

k + 1
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4/ En déduire que :

u0 6 u1 6 · · · 6 un et un > un+1 > · · · > u2n

Pour tout entier k ∈ [[ 0, 2n− 1 ]], le nombre uk est un entier strictement positif.

Il s'ensuit que pour tout entier k ∈ [[ 0, 2n− 1 ]], on a :

[uk+1 > uk] ⇐⇒
[
uk+1

uk

> 1

]
On en déduit, avec la question précédente, que :

uk+1 > uk

⇐⇒ 2n− k

k + 1
> 1

⇐⇒ 2n− k > k + 1

⇐⇒ 2k + 1 6 2n

⇐⇒ k 6 n− 1

2

⇐⇒ k 6 n− 1

En résumé : [uk+1 > uk] ⇐⇒ [k 6 n− 1]

Il s'ensuit que : u0 6 u1 6 · · · 6 un et un > un+1 > · · · > u2n


