Lycée Jean Bart — MPSI

CHAPITRE 3 — TRIGONOMETRIE

’I — Définitions et premiéres propriétés des fonctions trigonométriques

J
DEFINITIONS 1. On se place dans le plan muni d’un repére orthonormal . M
(0;1,J). o B

Soit x un nombre réel.

1) On appelle point image du réel x le point M du cercle trigonométrique

e i e

—
tel gu’une mesure en radians de Uangle orienté (07, OM) soit égale a x. 0
cos X

2) On appelle cosinus du réel x (resp. sinus du réel x) et on note cosx
(resp. sinx) l’abscisse (resp. 'ordonnée) du point M.

Remarque : il résulte de la définition que les fonctions cosinus et sinus sont
définies sur R tout entier.

PROPRIETE 1 (“BORNITUDE”). Les fonctions cosinus et sinus sont bornées sur R. Plus précisément, ce sont deux
fonctions définies sur R et a valeurs dans [—1;1] :

—1<cosxr <1 [cosz| <1
VexeR: ou VzelR:
—1<sine <1 |sinz] <1
Démonstration : tout point appartenant au cercle trigonométrique a une abscisse et une ordonnée comprise entre —1 et 1. J

PROPRIETE 2 (PERIODICITE). Les fonctions cosinus et sinus sont 2mw-périodiques. En d’autres termes :

cos (z + 2m) = cosx
VezelR:
sin (x + 27) = sinx
Démonstration : Soit x un nombre réel. Les réels x et (x 4+ 27) ont la méme image sur le cercle trigonométrique. O

PROPRIETE 3 (PARITE). La fonction cosinus est paire, et la fonction sinus est impaire. En d’autres termes :

VzeR, cos(—x) =cosz et VzeR, sin(—z) =—sinz

Démonstration : Soit  un nombre réel. Les points images de x et —x sont symétriques par rapport a ’axe des abscisses.

PROPRIETE 4 (VALEURS REMARQUABLES). Le graphique ci-contre repré-

sente une partie du cercle trigonométrique. Sur celui-ci, on a placé les points I, 4 - ,
A, B, C et J, images respectives des réels 0, Z, z, il et T On appelle valeurs - G 2
: 67473 2 ) — -2 o g
remarquables les images de ces réels par les fonctions trigonométriques. ; B~
o L B
/ // 1
T T 0
0 Z Z Z Z
v 6 1 3 2
V3 V2 1 |
3 1 — — = 0
cos () 5 5
1 V2 V3
i 0 = — — 1
sin () 5 5 5

Démonstration : C’est un trés amusant petit exercice de géométrie élémentaire! [J

Remarque : on observe en particulier que cosx = 0 si et seulement si x = j:; [27], soit si et seulement si & =



2 Trigonométrie

DEFINITION 2. Soit x un nombre réel tel que x # g [7].1 On appelle tangente du réel x et on note tanx le réel :

Remarque : il résulte de cette définition que la fonction tangente est définie sur ’ensemble : P, = {Jc eR, z# g [ﬂ']}

On observera que cet ensemble est symétrique par rapport & zéro; sur le dessin suivant, ’ensemble Z;,, est en effet
constitué de la droite réelle “privée des points rouges”.

-511/2 -2m -39.’2 -TT -92 0 1% m 3?!2 2 5m/2

PROPRIETE 5 (PERIODICITE). La fonction tangente est w-périodique. En d’autres termes :

VreR, tan(x+7m)=tanx

Démonstration : Laissée en exercice. [J

PROPRIETE 6 (PARITE). La fonction tangente est impaire. En d’autres termes :

V& € Dran, tan (—z) = —tanz

Démonstration : Laissée en exercice. [J

PROPRIETE 7 (VALEURS REMARQUABLES). Les valeurs remarquables de la fonction tangente sont données dans le
tableaw ci-dessous :

T 0 m T T m
6 4 3 2
3
tan (x) 0 % 1 V3 non-définie

Démonstration : c’est une conséquence directe de la définition de la fonction tan, et de la propriété 4. [J

II — Etude des fonctions trigonométriques

» La fonction cosinus

= Ensemble de définition : R i Courbe représentative :

= Dérivabilité : la fonction cos est dérivable sur R et :

VzeR, cos’z=—sinz

15 Tableau de variation : ’ ¥ A s :
N 0 //
2 -3, -i//z ‘ 0 n/}\n L3 on
Sa_ 5 gl?

T - 0 ™
Signe de —sinx + (1) —
1
Variations de cos / \ Cfette courb'e fest symétrique par rapport a I’axe des ord\on—
1 1 nées (cf parité). De plus, pour obtenir la courbe compléte,
N - il suffit de la tracer sur [—; 7] puis d’appliquer des trans-

lations de vecteur 2kmi (avec k € Z).



Trigonomeétrie

» La fonction sinus

iz Ensemble de définition : R
> Dérivabilité : la fonction sin est dérivable sur R et :

Vx €R, sin’z =cosx

5 Tableau de variation :

T T —7'(/2 7T/2 ™
Signe de cosx - (i) + ¢ -
0 1
Variations de sin \ / \
-1 0

= Courbe représentative :

» La fonction tangente

1 Ensemble de définition : R — {g + km, k€ Z}
1 Dérivabilité : la fonction tangente est dérivable sur son
ensemble de définition et :

VxeR,x;éE[ﬂ],tan’a::1+tan2m: 5
2 cos® T

> Tableau de variation :

x —7/2 w/2
Signe de tan'z +
+00
Variations de tan /
—50

.
21 -3m/2 - -
.
ke ~ - %

Cette courbe est symétrique par rapport & l'origine du re-
pére (cf parité). Comme pour la fonction cosinus, pour obte-
nir la courbe compléte, il suffit de la tracer sur [—m; 7] puis

d’appliquer des translations de vecteur 2kmi (avec k € Z).

= Courbe représentative :

ank T2 0
; : s

Cette courbe est symétrique par rapport & l'origine du re-
pére (cf parité). Pour obtenir la courbe compléte, il suffit de
la tracer sur | —7/2;7/2[ puis d’appliquer des translations

de vecteur kmi (avec k € Z).

III — Formulaire de trigonomeétrie circulaire

Voir formulaire joint.



