
Lycée Jean Bart � MPSI

Problème de la semaine 2 � Corrigé

Exercice 1 � (Trigonométrie). Les 2 questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ Résoudre dans R l'équation :

(E1) cos(2x) + sin(3x) = 0

Soit x un réel. On a :

[cos(2x) + sin(3x) = 0]

⇐⇒ [cos(2x) = − sin(3x)]

⇐⇒
[
cos(2x) = cos

(
3x+

π

2

)]
⇐⇒

[
2x = 3x+

π

2
[2π]

]
ou

[
2x = −3x− π

2
[2π]

]
⇐⇒

[
x = −π

2
[2π]

]
ou

[
5x = −π

2
[2π]

]
⇐⇒

[
x = −π

2
[2π]

]
ou

[
x = − π

10

[
2π

5

]]
Conclusion. Soit x un réel. On a :

[cos(2x) + sin(3x) = 0] ⇐⇒
[
x = −π

2
[2π]

]
ou

[
x = − π

10

[
2π

5

]]
2/ Résoudre dans R l'équation :

(E2) cos6(x) + sin6(x) = 1

Soit x un réel. On a : [
cos6(x) + sin6(x) = 1

]
⇐⇒

[
cos6(x) + sin6(x) =

(
cos2(x) + sin2(x)

)3]
⇐⇒

[
cos6(x) + sin6(x) = cos6(x) + 3 cos4(x) sin2(x) + 3 cos2(x) sin4(x) + sin6(x)

]
⇐⇒

[
0 = 3 cos4(x) sin2(x) + 3 cos2(x) sin4(x)

]
⇐⇒

[
cos4(x) sin2(x) + cos2(x) sin4(x) = 0

]
⇐⇒

[
cos2(x) sin2(x)

(
cos2(x) + sin2(x)

)
= 0

]
⇐⇒

[
cos2(x) sin2(x) = 0

]
⇐⇒ [cos(x) = 0 ou sin(x) = 0]

⇐⇒
[
x =

π

2
[π] ou x = 0 [π]

]
Conclusion. Soit x un réel. On a :[

cos6(x) + sin6(x) = 1
]
⇐⇒

[
x =

π

2
[π] ou x = 0 [π]

]
⇐⇒

[
x = 0

[π
2

]]
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Exercice 2 � (Somme alternée) Soit n un entier naturel non nul.

Calculer la somme :

S =
2n∑
k=0

(−1)k k2

La stratégie consiste à �casser� la somme de l'énoncé en 2 : la somme des termes de rang pair et la somme
des termes de rang impair.

On écrit donc :

S =
2n∑

k=0, k pair

(−1)k k2 +
2n∑

k=0, k impair

(−1)k k2

D'où :

S =
n∑

p=0

(−1)2p (2p)2 +
n−1∑
p=0

(−1)2p+1 (2p+ 1)2

⇐⇒ S =
n∑

p=0

(2p)2 −
n−1∑
p=0

(2p+ 1)2

⇐⇒ S = 4n2 + 4
n−1∑
p=0

p2 − 4
n−1∑
p=0

p2 − 4
n−1∑
p=0

p−
n−1∑
p=0

1

⇐⇒ S = 4n2 − 4
n(n− 1)

2
− n

⇐⇒ S = 4n2 − 2n(n− 1)− n

⇐⇒ S = 4n2 − 2n2 + n

Conclusion. S =
2n∑
k=0

(−1)k k2 = 2n2 + n



PBS2 3

Exercice 3 � (Somme astucieuse. . . ) Soit p ∈ N∗.

Etablir que :

3p∑
k=0

(
k

p− 1

)
=

(
3p+ 1

2p+ 1

)

Soit p un entier naturel non nul.

Pour tout entier k ∈ [[ 0, 3p ]], on a d'après la relation de Pascal :

(
k

p− 1

)
+

(
k

p

)
=

(
k + 1

p

)
.

Par suite : ∀ k ∈ [[ 0, 3p ]],

(
k

p− 1

)
=

(
k + 1

p

)
−
(
k

p

)
.

Donc :

3p∑
k=0

(
k

p− 1

)
=

3p∑
k=0

[(
k + 1

p

)
−

(
k

p

)]
.

Par �télescopage�, on a donc :

3p∑
k=0

(
k

p− 1

)
=

(
3p+ 1

p

)
−

(
0

p

)
.

Or

(
0

p

)
= 0 (puisque p > 0) et

(
3p+ 1

p

)
=

(
3p+ 1

2p+ 1

)
(par symétrie des coe�cients binomiaux).

Conclusion. ∀ p ∈ N∗,

3p∑
k=0

(
k

p− 1

)
=

(
3p+ 1

2p+ 1

)


