Lycée Jean Bart — MPSI — 30 septembre 2023

CORRIGE DU DS DE MATHEMATIQUES N’3 — 30 SEPTEMBRE 2023 I

EXERCICE 1 — | (APPLICATIONS DU COURS).

1/ Résoudre dans R I’équation (Ey) : cos(x) + cos(bx) = 0.

Soit & un réel. D’aprés le cours :

D r — 5
cos(z) + cos(bx) = 2 cos (mz x) cos (Jc 5 JC) = 2cos (3x) cos (—2x) = 2cos (3z) cos (2z)

On en déduit que z est solution de (E;) si et seulement si : 2 cos (3z) cos (22) =0
Or :
2 cos (3z) cos (22) =0

<= cos(3z) =0 ou cos(2z)=0

<:>3x:gm ou 21;:%[7@

==l e =1 ]
l’—6 3 ou 1’—4 5

CONCLUSION. Soit z un réel. On a :

(cos(x) + cos(bx) = 0) <= (x =
2/ Etablir que : Vne N,V (2,...,2,) € C, ( Zk) :Zz_’f‘
k

n n
Notons, pour tout n € N* P(n) I'assertion : “V (z,...,2,) € C", <Z zk> = Zz_k”.

k=1 k=1

[’assertion P(1) est trivialement vraie (et P(2) est vraie d’aprés le cours) ().

Supposons & présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Soit (21,...,2,11) € C"™. On a :
n+1 n n+1 n n+1

(z ) _ ((z ) ; ) (z ) D, Tr i
k=1 k=1 cours HR k=1 k=1

n+1 n+1
Ainsi : V (z1,...,2041) € C*PH (Z zk) = Zz_k Ce qui signifie que I'assertion P(n + 1) est vraie,
k=1 k=1

et établit ’hérédité de la propriété ().

On déduit de (#) et (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

CONCLUSION. Vn e N*, ¥V (z,...,2,) € C", (sz> Zz_k’
k=1
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3/ Résoudre dans C I’équation (Eq) : 22 =224 (1—1)=0.
Le discriminant de Péquation est : A = (=2)* —4 (1 — i) = 4i = 4e/™/2 = (2ei7r/4)2.

On en déduit que 'équation (Eq) posséde exactement deux solutions qui sont :

2 + 2eim/4 .
Z:Te cad z=1+e"* cad z:1i<\/—_+1£>

CONCLUSION. Soit z € C.

22 =224 (1—1i) =0] [z:1i<§+1%§>]

4/ Déterminer les racines carrées dans C de Z = —3 — 4i.
Soit z = a + ib un complexe (a et b réels). On a :
z est une racine carrée de Z = —3 — 4i
22 =-3—4i
< a® — b* + 2iab = —3 — 4i

a’>—b*=-3 (L;) (égalitée des Re)
<1 2ab=—4 (Ly) (égalité des Im)
a’>+ 0> =5 (L3) (égalité des modules)

a2 =1 (Ll -+ L&)
<~ b? =4 (Lg — Ll)

ab = -2 (Lg)
a==1
<= b==+2

ab = —2 => a et b sont de signes opposés

CONCLUSION. Les racines carrées dans C de Z = —3 — 4i sont : £ (1 — 2i)

& 2k
5/ Soit n un entier naturel. Etablir que : Z <Z) sin <T7T) = sin <%>
k=0

Soit n un entier naturel. On a :

2 (0 (5) o (2 () e (Z () o) o

Or - (1 + ezm/g)n _ [eiﬂ/g (e—m/g + eiw/g)]n _ |:2ei7r/3 o8 (g)}n _ [em/g}n _ s ()

& 2k
CONCLUSION. D’aprés (#) et (&) : Vne N, (n) sin (%) = sin (n—W>
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EXERCICE 2 — | (LINEARISATION).

1/ Pour tout réel 6, linéariser sin*(#).

Soit # un réel. On a :

sin (0) = (619_—@:9)4 - (et — 4eM? 4+ 6 — de ¥ 4 74 = 1 (2 cos (40) — 8cos (20) + 6)
(2i) 16 16

CONCLUSION. V€ R, sin*(f) = %cos (40) — %cos (20) + g

2/ Reésoudre dans R I’équation :
(E) : 8sin*(f) — cos(40) =1

Soit @ un réel. D’aprés la question précédente, on a :
8sin®(#) — cos(46) = 1

1 1
8 (g cos (40) — 5 cos (20) + g) —cos(40) =1

<= cos (40) — 4 cos (20) + 3 — cos(40) = 1
<= —4cos(20)+3=1
<= —4cos(20) = -2

1
<= cos (20) = 3

= 20 = i% [27]
0= i% [7]
CONCLUSION. Soit 6 un réel. On a :

[8sin?(0) — cos(4) = 1] < [9 — i% [w]}

EXERCICE 3 — | (CALCUL DE cos (;—n>)

T
1/ A T'aide de la formule de duplication pour le cosinus, déterminer la valeur exacte de cos <§>

On a : cos (Z) = 2 cos? (g) — 1. 1l s’ensuit que :

2
Puisque g € [O, g}, on a : cos (%) > 0.

T
CONCLUSION. cos <§) =
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T
2/ Calcul de cos (2—n> . On sait, ou on peut établir sans trop de difficultés que :

4

8

T T V2 T ﬁ T 2 2++2
cos <§> = 0; cos (—) 2. cos ( ) V2+ V2 cos ( > _ t ™

PR 2 16 2

On peut conjecturer que pour tout entier naturel non nul on a :
- \/2+\/2+\/---+\/---+---+\/§
o (5) = :

en ayant noté dans cette formule un certain nombre de signes “+”, de “\/'”, et de petits points.

L’objet de cette partie est de transformer cette peu sérieuse observation en énoncé précis, et de le
démontrer. A cette fin, on introduit deux suites (u,) et (v,) :

T
= la suite (u,) est définie en posant : Vn € N*,  u, = cos (2—n> :

= la suite (v,) est définie par: v; =0 et Vnée N v, =2+ 0,.

a/ Etablir que : Vne N v, >0.
Notons, pour tout n € N* P(n) lassertion : “v, > 0.
[assertion P(1) est vraie d’aprés 1’énoncé ().

Supposons & présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Puisque v,11 = /2 + v,, et que
v, = 0 (HR), on en déduit que v,,41 = 0. Donc lassertion P(n + 1) est vraie. On a établi I'hérédité
de la propriété ().

On déduit de (M) et () que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

CONCLUSION. Vn e N* v, >0

b/ Etablir que : Vn e N*  cos (;ﬂ) =

T v
Notons, pour tout n € N*, P(n) I’assertion : “cos (2—n> = En”'

[’assertion P(1) est vraie puisque v; = 0 = cos <g> ().

Supposons & présent que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Une nouvelle application de la
formule de duplication donne :

Cos (2171) = 2cos? (2:“) — 1. D’ou : cos? <2n+1

T >_1+?_2—|—Un
-5 =

D’aprés I’hypothése de récurrence : cos? <2n+1
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T T ow
Puisque 2 + v, est positif (question précédente), et que cos (ﬁ) est positif (car 0 < o < 5), on
déduit de (©) que :

T V24 v, . T Una1
coS (§> = T solt encore : COS <2—n> = 5

Cette égalité signifie que l'assertion P(n + 1) est vraie, et établit hérédité de la propriété ().

On déduit de (#) et (&) que P(n) est vraie pour tout entier naturel non nul n.

™ (Y
CONCLUSION. Vn € N*, cos (Q_n) = ?”
PROBLEME 1 — | (AUTOUR DE L’HENDECAGONE)

Dans ce probléme, on pose :

. 27 27
w = A/l c’est a dire W = COS (—) +isin (—)

11 11
Et on note :
Uy = {w*, ke[0,10]} c’est & dire Uy = {l,w,w?, ..., w%
3
w w?
Les éléments de Uy; sont les sommets d’un polygone ré- wh
gulier a 11 cotés (un hendécagone) inscrit dans le cercle
unité ; en outre, I’axe réel est un axe de symétrie de ce “
polygone (qui est représenté ci-contre). 5
w
2w
Le premier objectif de ce probléme est d’étudier quelques 11
propriétés des éléments de Uyy, en commencant par jus-
tifier les affirmations de la phrase précédente.
Dans un second temps, quelques propriétés algébriques b
des éléments de U;; seront utilisées pour établir une w
spectaculaire formule de trigonométrie.
9
w
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PARTIE A - QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES DES ELEMENTS DE Uy

1/

2/

3/

4/

Justifier briévement que :

Vke[0,10], wteU

Soit k €[ 0,10 ]. D’aprés la formule de Moivre :

D’aprés la relation fondamentale de la trigonométrie, on a : ‘wk‘Z =1, dou |wk| = 1. Ce qui signifie que

w" appartient au cercle unité.

CoNCLUSION. Vke[0,10], wfe U
Etablir que :
wt =1
Ona: wh = (eQi’r/“)11 = eiim =1, CONCLUSION. w!'l=1

Etablir que :
Vke[1,10], wk=uw!*k

Soit k€[ 0,10]. Ona:  w'F xwh=w!!

On en déduit avec la question précédente que : wH=F x Wk = 1.
1 1 — 1

Par suite : w''™* = —. Or : — = w* (puisque selon le cours on Z = — pour tout z € U).
w w z

CONCLUSION. Vke[1,10], wk=w!*
Etablir que :

VEe[0,9], |w*! —wk|=2sin (%)

Soit k€[ 0,9]. On a :
|wk+1 _ wk‘ _ ‘621(k+1)7r/11 _ e2ik7r/11‘ _ ‘eZikw/11| % |e2i7r/11 _ 1‘ _ ‘eiw/ll (eiw/ll _ e—iw/ll)’
=1
= [ x| ~2isin ()| = |2
11 ~——

——"
=1 =2

in (5] =20 (3)

la derniére égalité provenant de la positivité de sin (%) (car 1—7T1 € [0,].

CONCLUSION. Yk €[0,9], ‘wk‘H — w’f’ — 2gin <17T_1)
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5/ Etablir que :

10

La somme g Wk est géométrique de raison w, avec w # 1. Par suite :
k=0

10 11
1—w
k
pr— :O
Zw 1—w
k=0

10
CONCLUSION. Zw’“ =0
k=0

PARTIE B - QUELQUES PROPRIETES ALGEBRIQUES DES ELEMENTS DE Uy,

Dans cette partie, on pose :
A=w+wd+wr+wP+uw? et B=w?+w+w" +wd+ w0l

6/ Etablir que :

D’aprés la question 3, on a :

w=w

On en déduit que :

A=w+P+ + P+ =+ 4+t +P+ W =w%+ W+ w +wl+w?=RB

CONCLUSION. B=A

7/ Montrer que la partie imaginaire de A est la somme de 5 sinus, dont 4 sont strictement positifs, et un
strictement négatif.

On a:
Im (A) = Im (w + w? + w* + W’ + W)
< Im(4) =Im (w) + Im («v?®) + Im (w*) 4 Im (w°) + Im (w?)

«~— Im (A) = Im (eQiﬂ'll) +Im (eﬁiﬂ'll) + Im (eSiTrll) + Im (610171'11) + Im (el8i7r11)
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8/

9/

1 (A)*" 2T L o L 8 L 107 L 187
m = sin 11 sin 11 sin 1 sin 11 sin 11

. . . . . . 2w 6w 8w 107
Les 4 premiers sinus sont strictement positifs, puisque les réels 10 11 e Tl

. . . . 187
Le dernier est strictement négatif, puisque T est dans | 7,27 [.

CONCLUSION. Tm (A) = s 27 L 67 L 87 L 107 . 187
- Im(A) =sin (T ) Fsin{ 3 | Hsin | o ) sin {5 sin =7

g g v~ g g

>0 >0 >0 >0 <0

Etablir que la partie imaginaire de A est strictement positive.

. 187 . 187 . 187 . 4
Ona:sin|—)=—-sin|{—— | =—-sin|{2r— — ) = —sin | —
11 11 11 11

Observons que :

La fonction sinus étant strictement décroissante sur |7/2, 7 [, on en déduit que :

. (67 S 4 T ot si 67 [T >0
sin | -3 sin | - ou sin | o sin | -
. . (67 . (18w
Par suite : sin (ﬁ) + sin (—11 > > 0.

On en déduit avec la question précédente, que :

. 2w L om L 8 L 107 L 187 -0

1n — m\{ — 1n — m\|\ —— 1n —_—

ST ) TR ) T ) T ) T
CONCLUSION. Im(A) >0

Etablir que :
A+B=-1 et AxB=3

10
D’apres la question 5 : Zwk =0.
k=0
10
Dot : 14+ Y w*=0.Dott: 1+ A+ B =0 Dot: A+ B=—1
k=1

t —— sont dans



MPSI — Devoir surveillé de Mathématiques n°8 — 30 septembre 2023

10/

11/

Par ailleurs on a :
AxB=(w+w+w'+w’+uw?) x (W +w+w +wd+w)
S AXB=w+w +wd+w +wh + w0+ w4+ W+ Wt + 0+ Wb+ W0+ W 4 w!?
SoM T w4 12 18 15 1 1 15 4 16 4 1T 4 19
Puisque w!' = 1, on en déduit que :
AxB=54+wP+w +w¥ 4+ +uw¥ 4+ +w?+w?+ b+ w4 w
+w? +w +w+w +wt+wt + w4 Wb
AxB=5+4+2(A+B).Or A+ B=—1,donc: Ax B=3.
CONCLUSION. A+ B=—-let AxB=3
En déduire les valeurs de A et B.

A+B=-1

D’apres la question precédente : { AxB=3

D’aprés le cours, A et B sont les racines de I'équation : X2 + X + 3 = 0.

-1 +iv11

Le discriminant de cette équation est A = —11. Elle posséde donc exactement deux racines : 5

On en déduit donc que :

(AB) = {—1 +2i\/ﬁ7 1 —Qim}

Puisque la partie imaginaire de A est strictement positive (question 8), on peut conclure.

—1+1v/11 -1 —-i1yv11
CONCLUSION. A= +Tl ot B — Tl
Etablir que :

10 3
_3k_1—w
R

10
La somme Z (—w?’)k est géométrique de raison (—w?®) # 1. On a donc :
k=1

[— 3 =
14+ w3 = (=) 14+ ws 14+ w?

i (_w3)k (_wg) 1— (—w3)10 (0 1—w?0 w3

End
—_

Or : w® = (w!)’ = 13 = 1 (question 2).
10 5

CONCLUSION. Z (—w3)k _ Lo

k=1

1+ w3



10
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12/ A T’aide de la question précédente, établir que :

10 3
D’aprés la question précédente : Z (—w?’)k —
k=1

Or :

14+ w3 1 4 ebim/11 - edin/11 (e—sm/n +e3i7r/11) o <37r)
2 cos 1

.. (3w
1— w3 1 ebim/1l  g3in/ll (e—3i7r/11 _ e3i7r/11) —2isin (ﬁ) . 3
= —1tan 11

10
k ) 3
CONCLUSION. ;(—w?’) — _itan (ﬁ)

13/ Vérifier que :

10
Z (—w3)k =(B—-A)+2 (w — wlo)
k=1

D’une part on a :

10

Z (_wg)k B WS W w2 B I8 20y 24 2T 30

10
<:>Z(—w3)k:—w3+w6—w9+w—w4+w7—w10+w2—w5+w8 ()
k=1

D’autre part on a :
B-A+2w—-w)=w?+u+0" +w®+wl® —w—w?—wt —w® —w’ + 2w — 200
— B-A+2w-w=-wd+u - +w—w+w —w®+w? -+ w8 (&)

CONCLUSION. D’aprés (M) et () :

10

Z (—w3)k =(B-A)+2(w-w")

k=1
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11

14/ En déduire que :
3T . (27
tan <ﬁ> + 4sin <ﬁ) =11
10

D’aprés la question précédente : Z (—wS)k =(B—A)+2 (w — wlo)
k=1
Puisque A et B sont conjugués (question 6), on a: B — A= B — B = 2ilm(B)

Ainsi : Z (—w?’)k =2iIm(B) + 2 (w—w') (M)

k=1

-1 —-1Vv11

5 . Dot : 2iIm(B) = —ivV11 (&)

De plus, selon la question 10, on a : B =

2
Enfin, on a : w!'¥ =@ (question 3). Dot : w — w!'® = 2ilm (w) = 2isin (1—71T> (Q)

On déduit de (M), (&) et (V) que :
10 5
Z (—w?’)k = —iV11 + 4isin (%)

k=1

On en déduit, avec la question 12 que :
2 3
—iy/T1 + disin <£) = —itan (%)

3 2
CONCLUSION. tan (1—7{) + 4 sin (1—71T> =+/11



