Lycée Jean Bart — MPSI

EXERCICES 5 : GENERALITES SUR LES FONCTIONS

| GENERALITES |

EXERCICE 1. — Résoudre 'équation : In? () — In (x) — 30 = 0.

EXERCICE 2. — Montrer que : V (a,b) € R, ab < % (a® +b?)

EXERCICE 3. — Montrer que : Vz € R, z (1 —z) < i

EXERCICE 4. — Résoudre les inéquations suivantes, et représenter les ensembles des solutions sur la droite
réelle.

a/ |lr—1 <2 b/ |z +2]>1 ¢/ |lx—3=2 d/ |z — 1| < a (avec o > 0)

EXERCICE 5. — Résoudre les inéquations
a/ 2z —1| <1 b/ |3z +2| > 4 ¢/ 2z -1 > |z + 2]

‘DERIVABILITE, APPLICATIONS DE LA DERIVATION‘

EXERCICE 6. — Dans chacun des exemples suivants, calculer la dérivée de f (lorsque cette dérivée existe).
1) Vo e R, f(z)=sin(p—z) (avec ¢ € R) 6) Ve e R, f(z)= 2"11
2) Vo e RY, f(z) = el/s .. *
) Vee R, f(z)=ch (s —22) Y Ve e R, f(z)=cos"(x) (avec n € N¥)

— p0z+b 1
4) Ve R, f(zr)=e cos (x) (avec a,b € R) 8) V>0, flz)=In \/>
5) Ve e R, f(x)=sin®(z) x
EXERCICE 7. — Prouver que pour tout réel x > 0, on a : sin(z) > z.

22
EXERCICE 8 — Montrer que pour tout réel x positif on a : ch(z) > 1+ CR Est-ce vrai pour tout réel x 7
23

EXERCICE 9. — Prouver que pour tout réel x € |0;7/2[, on a : tanx > x + 3

EXERCICE 10. —

1/ Démontrer que pour tout réel u > —1, on a : In (1 +u) < u.

1 n
2/ A laide de la question précédente, montrer que pour tout entier n > 1, on a : (1 + ) <e.
n

EXERCICE 11. — (Dérivation et parité) — Soit f une fonction dérivable sur une partie de R symétrique
par rapport a zéro. Que peut-on dire de f’ si f est paire? Si f est impaire ?

EXERCICE 12. — Sur quelle partie de R la fonction f définie par : f (x) = Va2 — 23 est-elle définie ? Dérivable ?
Donner 'expression de sa dérivée.

EXERCICE 13. — Soit f une fonction dérivable sur R telle que : ¥V (z,y) € R, |f (z) — f (y)] < 3|z —y/|*.
Prouver que f est constante.

FONCTIONS HYPERBOLIQUES ‘

EXERCICE 14. — Montrer que pour tout réel z on a : ch?(x) — sh?(z) = 1
EXERCICE 15. — Montrer que pour tout couple de réels (a,b) on a : ch (a +b) = ch (a) ch (b) + sh (a) sh (b)

EXERCICE 16. — Montrer que ch(In(2)) est un nombre rationnel, que 'on explicitera.
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EXERCICE 17. — Résoudre dans R I’équation : ch?(z) 4+ ch(z) —6 =10

EXERCICE 18. — Etablir que, pour tout entier naturel n non-nul et pour tout réel non nul z, on a :

a (55)
Z ekx _ enx/2
X
sh(3)
EXERCICE 19. — Etablir que pour tout entier naturel n, et pour tout réel x, on a :
" /n x
kr _ on_ nz/2 1.n (7)
=2
Z <k> e e ch 5
k=0
EXERCICE 20. — Soit z un réel quelconque. Linéariser ch®(x), puis linéariser sh®(z).
EXERCICE 21. — Exprimer ch (3z) en fonction de ch (z) pour tout réel z.
EXERCICE 22. — (Argch) — Soit y un réel strictement supérieur a 1. Etablir que I’équation ch(x) = y admet
exactement deux solutions dans R.
UTILISATION DES DEVELOPPEMENTS LIMITES‘
EXERCICE 23. — Déterminer les limites suivantes :
. sin(z) 1-v1i+z . 1= )
o My Ty blmT—— ol Y g VitV
EXERCICE 24. — Déterminer les limites suivantes :
. 1 . 1 . 2 . 1 . 1/n
a/ lim ntan | — b/ lim nln(1-— ¢/ lim nsin( — d/ lim (n+1) (e —1)
n—-+oo n n—-+00 n n—-+00 n n—-+o0o
1 n
EXERCICE 25. — Etablir que : lim <1 + > =e
n——+00 n
DERIVEES D’ORDRES SUPE‘RIEURS\
EXERCICE 26. — Calculer la dérivée n-iéme de f dans chacun des cas suivants :
1/ f(z) = (22 — 1) e®*? 3/ f(z) =sin(z )COS( ) 5/ [ (x) = cos’(x)
2/ f(x) =4zsin(x) 4/ f(z)= (22 +1)e" 6/ f(z)= zch(z)
EXERCICE 27. — CQalculer la dérivée n-ieme de chacune des fonctions f, g et h respectivement définies par :
1 1 1

= g h [ —

EXERCICE 28. — Soient a et b deux réels. On considére la fonction g définie sur R par :

Vre R, g(r) =ch(ax +b)

Etablir que : Vne N,Vz e R, g% () = a®"g(x).
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EXERCICE 29. — 1/ Calculer de deux facons la dérivée n-iéme de la fonction f définie sur R par : f (z) = 22",
nso\2

2/ En déduire la valeur de : kzzo < 3 ) .

‘ETUDES DE FONCTIONS, LIMITES, (IN)EQUATIONS, FONCTIONS PUISSANCES. . .

EXERCICE 30. — Etudier la fonction f : x —s z/® (ensemble de définition, dérivabilité, dérivée, tableau de

variations, limites aux bornes).

D . : 3,2z 5 2022%
EXERCICE 31. Déterminer xgrilooa: e ““(Inz)°. EXERCICE 32. — Déterminer  lim

400 32022

o . 1\* T
EXERCICE 33. — Déterminer . hIEoo <x> . EXERCICE 34. — Déterminer mgrfoo BT
(z)
EXERCICE 35. — Résoudre I’équation suivante (d’inconnue réelle ) : 32% — 5 x 3% 4+ 6 = 0.
EXERCICE 36. — Résoudre I’équation suivante (d’inconnue réelle z) : 4% — 2571 = 8,
EXERCICE 37. — Déterminer les valeurs du réel  telles que : (vz)* = 2V®
_ 1
EXERCICE 38. — Montrer que pour tout = dans ]0; 1] : ¥ (1 — x)(l 2) > B
EXERCICE 39. — Soit a un réel strictement positif. Résoudre 'inéquation : al®®) < (Va)™ >
EXERCICE 40. — Déterminer : max y/n
neN*
\EXTRAITS DE DS\
EXERCICE 41. — ‘ (INEQUATION). ‘ Résoudre dans R* Dinéquation : 237" +3% < /g **F2,
EXERCICE 42. — | (LIMITE).| Soit a un nombre réel. On pose, pour tout entier naturel non nul n :

1

Déterminer en fonction de « la limite : lim n%u,.
n—-+0o
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EXERCICE 43. — ‘(AUTOUR DE LA FONCTION SH).‘

On rappelle que la fonction sinus hyperbolique est définie sur R en posant : Vo € R, sh(z) = ————

1/

2/

Questions préliminaires.

a/ Rappeler briévement la dérivée, le sens de variation, la parité, les limites en +00 et le développement limité
a l'ordre 1 en 0 de la fonction sh (aucune justification n’est nécessaire).

1
b/ Déterminer la limite suivante : lim n X sh ()

n——+00 n

¢/ Montrer que pour tout réel y, on a:y+ /y>2+1>0ety—/y>+1<0.

d/ Soit y un réel arbitraire. Résoudre dans R I'équation (Ey) : sh(z) = y (on établira Uexistence et l'unicité
d’une solution).

Introduction et étude d’une nouvelle fonction.
On définit une fonction F' en posant : F(z) = In <a; + Va2 + 1)
a/ Justifier que la fonction F' est définie sur R. Puis établir que F' est impaire.

1

b/ On admet que F est dérivable sur R. Etablir que : Vx € R, F'(z) = ——.
vas+1

¢/ Déterminer le développement limité a ’ordre 1 en 0 de la fonction F.

In (a: +Va?+ 1)
d/ Déterminer la limite suivante : lim :
z—07F \/E

EXERCICE 44. — ‘(DEVELOPPEMENTS LIMITES ET LIMITES).‘

1
2/

3/

Rappeler le développement limité & 'ordre 1 en 0 de In(1 + x).

Déduire de la question précédente les limites :
In(1 1
/1 = lim u et /5= lim n%ln <1 + )
x—0 €T n—-+o0o n

2

1 n
Le but de cette question est de calculer : f3= lim e " (1 + > .

n—-4oo n

a/ Etablir que pour tout réel z positif ou nul, on a :
2 2 3

w—%éln(1+x)<x—%+%

b/ En déduire qu’il existe une fonction ¢ définie sur R, telle que :
72
V>0, In(l+z)=x-— 5 + 2%(x) avec lime(x) =0

x—0

n——+o0o

1
¢/ Déduire de ce qui précéde que la limite lim {nz In <1 + > - n} est finie (cad est égale & un réel).
n
Préciser sa valeur.

d/ Déduire de ce qui précede la valeur de ¢3.



