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CORRIGE DU PROBLEME DE LA SEMAINE 3

EXERCICE 1 — (Linéarisation 1). Soient n un entier naturel non nul, et # un réel quelconque.

1/ Etablir que :
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k N k
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On pourra utiliser le changement d’indice K = 2n + 1 — k dans la somme de gauche, et observer que

0 n
par convention E U = E UK.
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Par symétrie des coefficients binomiaux, on a : Z ( )el(%zk“w = Z ( )el(%%ﬂ)e.
k=n-+1

k=n+1

Cette observation faite, on procéde au changement d’indice : K = 2n+1— k. Lorsque k varie de (n+1)
a (2n + 1), K prend toutes les valeurs entiéres comprises entre 0 et n. On en déduit que :
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2/ Montrer que :
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On décompose cette somme en “deux morceaux” :
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D’aprés la question précédente :



Limite et continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle
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Par conséquent : Z ( L )ei@”%“)e =2 Z ( . > cos((2n —2k+1)0) (V)
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D’aprés (M), () et (V), on a :|cos® (9) = 2% Z (2n]j 1) cos ((2n — 2k +1)0)
k=0

EXERCICE 2 —  Soient n un entier naturel, et 6 un réel. Etablir que :

sin2+1 (g) — (%1)" ; (2”]: 1) sin ((2n — 2k + 1))
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D’aprés la formule du binéme de Newton :
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On décompose cette somme en “deux morceaux” :
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On procéde a un changement d’indice (K = 2n + 1 — k) pour obtenir :
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Il reste a observer que (—1) 1)* pour obtenir :
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Limite et continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle

EXERCICE 3 — (Tangente) On rappelle que la fonction tangente (notée tan) est définie en posant :
tan(z) sin(x) tt'l#ﬂ'[]
an(z) = our tout réel x # — [r].

os(x) P 2
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Etablir que pour tout réel y, il existe un unique réel x tel que :

——<zr< = t = tan(x)
a
5 T e Y n(x

Sur lintervalle | — 7/2; 7/2[, on montre sans peine que la fonction tangente est strictement croissante,
continue, et que ses limites aux bornes de I'intervalle sont £00. Une application du théoréme des valeurs
intermédiaires fournit alors la conclusion.

Soient x1,..., 7 sept nombres réels arbitraires.

Etablir qu’il existe deux entiers 7 et j dans [ 1,7 ] tels que :

T — ;i V3
. et 0 < J i VY
! 7é 1€ 1+ il j 3
Soient x1,..., 7 sept nombres réels.
Selon la question précédente, il existe 7 réels 01,. . ., 07 dans Uintervalle | —7/2; 7/2][ tels que : z, = tan(6y)
(pour tout k€[ 1,7]).
Partageons 'intervalle I =|—7/2; 7/2] en 6 intervalles I1,. .., Is de méme longueur (chacun des intervalles

I, est donc de longueur 7/6).

Puisque 7>6... il existe deux entiers distincts i et j tels que 0; et 6; appartiennent au méme intervalle
de longueur 7/6.

Puisqu’enfin on peut supposer que ; < 6; (qui & les renuméroter), on a :
T
0<0;— 0, <~
6
La fonction tangente étant croissante sur [0; 7/6], on en déduit que :
T
tan(0) < tan (0; — 6;) < tan <E>

D’ou :

tan(6;) — tan(6;) o ﬁ
= 1+ tan(6;) tan(d;) 3

D’ot la conclusion en rappelant que tan(f;) = x; et tan(6;) = ;.



