Lycée Jean Bart — MPSI — 11 octobre 2023

COLLE 5 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — Exercice : soit f la fonction définie sur R en posant : f(z) = 22/2si z > 0;
f(x) = —22/2si 2 <0;et f(0) = 0. Montrer que f € €' (R,R), et que f ¢ ¢? (R,R)

Selon les théorémes généraux (TG), f est de classe € sur R*. De plus :

siz<0,ona f(z)=—x; etsiz>0,ona f'(z)=x (W)
— £(0 — £(0 _
Etudions la dérivabilité de f en 0. On a: lim M - lim %= O0et lim M — lim —2% =
z—0+ x z—0+ z—0~ x z—0— 2

0.
f(z) = £(0)

x
Il résulte de (M) et (&) que f est dérivable sur R, et que : Vo € R, f/'(z) = |z|.

Puisque la fonction valeur absolue est continue sur R, on a établi que f est dérivable sur R, et que f’ est
continue sur R : ce qui signifie que f est de classe € sur R (ou : f € €*(R,R)).

On en déduit que : lin%) = 0. Ce qui signifie que f est dérivable en 0, et que f/(0) =0 ().
z—

En revanche, f/ n’est pas dérivable en 0. Il s’ensuit que f n’est pas 2 fois dérivable sur R, d’oii: f ¢ €?(R, R).

CONCLUSION. f € €YR,R), et f ¢ €*(R,R).
Remarque. Cet exemple justifie linclusion stricte :  €?*(R,R) € €1 (R,R)

QUESTION DE COURS N2 — Théoréme (formule de Leibniz) : Si f et g sont n fois dérivables sur I, alors
(fg) Dest également et :

(o)™ =3 <Z> FPgrR ou (fg)™ =3 <Z> k) ()

k=0 k=0

Prouvons le théoréme par récurrence sur 'entier naturel n.

Posons P(n) : (fg)™ = Z (Z) F®Eg=k) (on f et g désignent deux fonctions n fois dérivables sur I).
k=0

0
0 0
»Initialisation : pour n =0, on a (fg)(o) = fget Z (k) fR) g(0=k) — <0> 040 = fq. P(0) est vraie.
k=0

»Hérédité : on suppose P(n) vraie pour un certain entier naturel n. Soient f et g deux fonctions (n + 1)
fois dérivables sur I. Alors :

01 = (1507 = 32 (1) (##a0) =3 () s 3 (1) g
k=0 k=0
n+1 n
_ Z < ) n+1 k) Z < >f(k (n+1-k) _ f(n+1)+ ; <<k i 1) n <Z>) f(k)g(”“—k)

k=
n+1 n+1
D’ot, en appliquant la relation de Pascal * : (fg)(m—l) - Z ( k >f(k)g("+1_k)
k=0

_|_g(”+1)

Cette relation assure que la propriété P(n + 1) est vraie, ce qui établit I'hérédité.

CONCLUSION. Pour tout entier naturel n, et pour tout couple de fonctions (f,g) n fois dérivables sur I,
fg est n fois dérivable sur I et :

" =Y (Z) Bt h

k=0

s Vne N, Vke[l,n], (k”1> + (Z) — (”Zl>
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QUESTION DE COURS N3 — Croissances comparées.

X 1 T
lim e—:—i—oo; lim n(x):o; YV (a,B) € (Ri)Q, lim & =400

r——+00 I Tr—r—+00 T Tr—+00 1,‘5

2
x
CONCLUSION. Pour tout € Ry, posons : f(z) =e* —1—x — = La fonction f est de classe €*° sur R

(selon les TG).

Pour tout réel > 0, on a : f'(x) =e* — 1 — 2. On en déduit que f’ est positive sur R, puisque la fonction
exponentielle est convexe sur R} (et méme sur R).

Donc f est croissante sur Ry. Comme en outre f(0) = 0, on en déduit que f est positive sur Ry.

z? e’ 1 T
Dou:Vxe Ry, &> 1—|—x+?. En particulier : Ve € R}, — > *+1+§
x  x
x
On en déduit par comparaison que : lim — = +0c0 (M)
r—+oco I
. . ) . In(z) .
Par le biais du changement de variable X = In(z), on obtient : lim = lim —.
r—+oo I X—4oc0 €
In(z)

On en déduit avec (M) que :  lim =0 (&)

r—+400 €T

Enfin, soient a > 0 et 5 > 0. Pour tout réel x > 0, on a :

ar axr

e _ e - _ #(esm2)
2B Bl ° —°
1 1
D’apres (b),ona: lim a—f n(z) =a>0. Dou: lim =z <04 - Bn(m)) = +00.
r— 400 xX r—-+00 X

axr

On en déduit que : V (o, 3) € (Rj)27 EI}B Z—ﬁ = 400

QUESTION DE COURS N4 — Quelques propriétés de U,,. U, est stable par multiplication, par passage
a l'inverse et par conjugaison. Explicitement :

1
1/ V(w,w)e U2, wxuw e U, 2/ Vwe U,, ;E[Un 3/Vwe U,, we U,

1/ Soient w et w’ dans Up,. On a : (w x )" =w" x W™ =1 x1=1. On en déduit que w x w' appartient a
U, ce qui prouve la stabilité de U,, pour la multiplication.
. \" 1 1 P 1 . . .
2/ Soit w dans U,. Ona: ([ — ) = il 1. On en déduit que — appartient & U, ce qui prouve la
w w w
stabilité de U,, pour le passage a l'inverse.

1
3/ Soit w dans U,. Puisque U,, C U, on a : |w| = 1. Il s’ensuit que w = —, d’ou la conclusion d’apreés le point
w

2.
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QUESTION DE COURS N5 — Somme des racines n-émes de 1’unité. Soit n un entier naturel supérieur ou

n—1
égal 42. On a: Z w=0 soit encore Z e?#7/m — 0 Application : valeur exacte de cos(27/5)
we Uy k=0

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 4 2. On a :

n—1 n—1 i n
) ] k 1— (6217r/n) 1-1
- 2ikm/n __ 2iw/n _ _ _ fa) - _
E w—g e —E <e‘ > =" oa/m —1_62iﬂ/n—0.A1n51. g w=0
k=0 wely

wely, k=0

4
D’aprés la propriété précédente, on a : Z w = 0. Explicitement : Zezikw/5 = 0. En particulier :
k=0

weUs
4

4
; 2km 2m 4 6 8T
2ikm /5 N, ot - 1 — — | =
Re(g e )—O.Dou.kgzocos( 3 )—O. D'ou: +cos<5>—|—cos<5>+cos<5>+cos<5>

k=0
0

8 2 6 4
On peut alors observer que : cos (;) = cos (;) et cos (;) = cos <57T> (par une double application

de la formule : cos(2m — ) = cos(0)).

2 4
Ainsi : 1+ 2cos <57T> + 2 cos <;> =0.

4 2
Or, d’aprés la formule de duplication, on a : cos (;) = 2cos? <;> -1
2 2
On a donc : 4 cos? (;) + 2cos <57T) —-1=0.

2
On en déduit que cos <57r) est solution de I’équation du second degré 4X? + 2X — 1 = 0, qui posséde

—14++5 2
4\[. Il reste & observer que cos (;) est positif (puisque

-1+5

2
27 /5 est compris entre 0 et 7/2) pour conclure que : | cos <;> = 1

exactement deux solutions réelles : X _ =

QUESTION DE COURS N6 — Exercice. Résoudre dans C I'équation (E) : (1+i2)° = (1—12)°, en
utilisant les racines 5-émes de l'unité.

On peut supposer par la suite que (1 —iz) # 0, cad que z # —i, car —i n’est pas solution de (E) (c’est une
vérification immeédiate). D’ou :

14iz\° 1+1 14i .
<1+iz>5=<1—iz>5<:>< W) :1‘:’<1+IZ>€U5<:>akeuo;4ﬂ, T s

1—iz —1iz —1iz

Soit k un entier dans [ 0;4 ]. On a :

1+iz ) : ; i e?h/5 1
= 2RT/D s 1 iz = 2T/ (1 — i) = iz (1 + em’fﬁ) = e2hT/5 _ 1 = iz = Q2ikn/5 1 1
—iz e
. oikm/5 (eikw/5 _ e—ikﬂ'/5) . 2i sin (k7 /5)
=iz = ok /5 (eikT/5 4 o—ikn/5) iz = Teos (b /5) <= z = tan (k7 /5)

CONCLUSION. Soit z€ C.On a:
[(1 Fi2)® = (1— iz)ﬂ — Bk e[0;4], » = tan (kn/5)]



