Lycée Jean Bart — MPSI

“PROBLEME DE LA QUINZAINE” (PBS5)

A RENDRE AU PLUS TARD MARDI 7 NOVEMBRE 2023

EXERCICE 1 — ‘ (SIMILITUDES DIRECTES).‘ Dans le plan complexe, on considére les points A et B les

points d’affixes respectives zp =1 —1i, et zg =7+ ii'

1/ Soit S la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe

2 2'z+1 ek
= =i - — Zi
3 3 3

Montrer que S posséde un unique point fixe dont on déterminera ’affixe.

2/ Soient M et N deux points distincts du plan complexe d’affixes respectives m et n; on note M’ (m') et
N’ (n') leurs images respectives par S.

2 —
Etablir que : M'N' = 2 MN.  Puis établir que (M ﬁ,M/N’) - g [27]

3/ On définit une suite de points (By),cy en posant By = B, en notant By I'image de B par S, et pour tout
entier naturel n non nul, B, 41 'image de B,, par S.

a/ Déterminer la longueur Bji1Bp42 en fonction de . ] -
Ban+1. . | -7

b/ Pour tout entier naturel non-nul n, on note ¢, la lon- , -
gueur de la ligne polygonale BB By ... B,. Déduire . L
de la question précédente ’expression de ¢, en fonc- , ‘ - -

tion de n, puis la limite de £, quand n tend vers +oo. 5.0 .7 B,

4/ Déterminer l'ensemble des entiers n pour lesquels le B o
triangle AB1B,, est rectangle en A. p .

EXERCICE 2 — ‘(COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE)‘

On rappelle que Q désigne ’ensemble des nombres rationnels, cad : Q = {%, a€ Zetbe N*}
. . . 0
1/ Soit 6§ un réel. Etablir que : [sin (20) = 0] = LT € Q]

0
2/ Soit 6§ un réel tel que — est irrationnel. Résoudre dans C ’équation :
s

2?2 —2cos(20)z+1=0

On vérifiera en particulier que cette équation posséde exactement deux solutions complexes conjuguées, de
module 1.
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3/ Soit 6 un réel tel que — est irrationnel. Résoudre dans C ’équation :
T

L1\ 18 N
=2 2
< p, > +(z+1> cos (20)

P . N 2 . w
On vérifiera que chacune des solutions peut étre écrite sous la forme —;

,ontwe Uet o € R.

2sin (p)
EXERCICE 3 — ‘(ANALYSE)‘
PARTIE A - LA FONCTION COTANGENTE.
oo . ) ) cos(z)
On définit une fonction appelée cotangente et notée cotan en posant : cotan(z) = — @)
sin(x

1/ Quel est 'ensemble de définition de la fonction cotan ? Par la suite, on notera D cet ensemble.

2/ Périodicité de cotan.

a/ Soit z un réel. Etablir que : x € D =z +7m € D.

b/ Montrer que la fonction cotan est m-périodique.
3/ Dresser le tableau de variation de cotan sur |0, 7 [, en précisant ses limites aux bornes.

T
4/ Déterminer le développement limité & 1'ordre 1 en 5 de la fonction cotan, ¢’est-a-dire déterminer les valeurs

des réels a et 3 tels que® :

Vhe |-1,1], cotan (ngh) = o+ Bh + he(h) avec lime(h) =0

h—0

k
5/ Soit n € N, n > 2. Etablir que les réels cotan (L) (avec k €[ 1,n]) sont deux a deux distincts.
n

PARTIE B - ETUDE D’UNE DERIVEE n-IEME.

1
6/ Soit a un nombre réel. Rappeler la formule donnant la dérivée n-iéme de la fonction f: x — e
r+a
On admettra par la suite que cette formule reste valable pour un nombre compleze a.
1
7/ On considére & présent la fonction ¢ définie sur R en posant : Vo € R, ¢(r) = — 1
x

a/ Déterminer deux nombres complexes A et pu tels que :

1 A 7
5 = -+ -
x4 +1 r—1 x+1

Ve R,

b/ Pour tout entier naturel n et pour tout réel x, calculer (™ (z), et montrer que :

an,

(n) - Yn
¥ (CC) (1'2 + 1)n+1

P, (x)

ou ay, est un imaginaire pur et P,(z) un polynéme & préciser.

¢/ Soit n un entier naturel non nul. Etablir que ’équation cp(”) (z) = 0 possede exactement n solutions dans
R, que l'on explicitera.

1. On considére ici un réel h € ] — 1,1 simplement pour s’assurer que ce réel est “assez proche de zéro”, et pour étre certain que

g + h appartient & D.



