Lycée Jean Bart — MPSI — 10 novembre 2023

DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES N’4 — 10 NOVEMBRE 2023

» La durée du devoir est de 3 bonnes heures, les calculatrices sont interdites.

» Le sujet est rédigé sur 6 pages, et est constitué d’un exercice et de deux probléemes.

» Pensez a encadrer ou souligner les résultats a la fin de chaque question, et a accorder du soin a la
présentation et a la rédaction.

Baréme indicatif : Ex1 : 10pts (34+4+3) — Pbl : 22pts — Pb2 : 20pts — Total : 52pts

EXERCICE 1 — | (APPLICATIONS DIVERSES DU COURS).

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1/ IN-RA-TA-BLE! Montrer que 'application :

F . R? R?

est bijective, et donner 'expression de sa réciproque F~ 1.

2/ LIMITES. Déterminer les limites suivantes :

n—-+oo n—-+oo n——+oo n

1 1 1
¢ = lim +/narcsin (—> ly = lim +/narccos (—> et f3= lim (n—In(n))arctan (—)
n n

C

3/ APPLICATION. On considére Iapplication f: C

22t — 1430

a/ L’application f est-elle injective ?

b/ Quels sont les antécédents de 2 par f7
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— PROBLEME 1 — DERIVEES SUCCESSIVES DE ARCTAN

1/ Question préliminaire. Résoudre dans C ’équation :
(z—i)" —(@+1)"=0

PARTIE 1 - UNE RELATION DE RECURRENCE

2/ Justifier briévement que :

Ve R, (1+z?) arctan’(z)=1

3/ Soit n € N. A l'aide de la question précédente et de la formule de Leibniz, établir que :

Ve e R, (1+2?) arctan™?(z) +2(n+ 1) zarctan™ ™V (x) +n (n + 1) arctan™(z) = 0

Cette relation de récurrence permet de déduire Uexpression de arctan2 ¢ partir de celles de arctan™+1)
et de arctan™. Puisque 'on connait arctan®) et arctan™, on peut donc en déduire arctan® ; puis on peut
obtenir arctan® ¢ partir de arctan™ et arctan® ; puis on peut obtenir arctan™®. ..

CVest un joli résultat, mais le calcul de arctan®"?®) par cette méthode promet d’étre un peu laborieus! L’ 0b-

jectif de la seconde partie est donc d’établir des formules explicites pour les dérivées successives de la fonction
arctangente.

PARTIE 2 - FORMULES EXPLICITES DES DERIVEES SUCCESSIVES DE ARCTAN

4/ Soit a un nombre réel. On définit une fonction g en posant :

1

Vo €R\{~a}, g(z) = ——

Etablir par récurrence sur n que pour tout réel x # —a, on a :

(=1)"n!

Vn € N, ()= —~2
g ( ) (x+a)n+1

On admettra par la suite que cette formule reste valable pour un nombre complexe a.

On admettra également que pour tout réel x, on a :
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5/ A l'aide de ce qui précéde, établir que pour tout (z,n) € R x N, on a :

_1)nli
arctan™*1(z) = M Poi(z)  avec Pog(z)=(z—1)"" = (z4+1)""

6/ “Le cas impair” : calcul de arctan®*!.  Soit (,n) € R x N.

Avec les notations de la question précédente, on a : Py (z) = (z — 1) — (2 + )"

a/ Etablir que :
2n+1
2n + 1\, tl—
Py (1) = ( . >1k: <(_1)k _ 1) g2t 1=k
k=0

b/ Déduire de la question précédente que :

2n +1
Py, — _2§ : 2p+1_ 2(n—p)
bl <2p+ 1) )
¢/ En déduire que :
' n
arctan®"+1(z) = A (—1) 2n 41 L2(n=p)
(1 + 22)2n 1 par 2+ 1

d/ Application. En utilisant la formule de la question précédente, vérifier que :

6!

arctan”) (z) = a7 277
T

(72 — 352" 4 212% — 1)

e/ Justifier que I'équation 72° — 352* + 212* — 1 = 0 posséde exactement 6 solutions dans R, qui sont

k
les réels cotan <—77T> avec k €[ 1,6 ].

1
On rappelle que cotan(x) = ﬁ (pour tout réel x # 0 [r]), comme cela était indiqué dans le DM.
an(z
7/ “Le cas pair” : calcul de arctan®”.  Soit (z,n) € R x N*,
Etablir que :
2 — 1) e 2
arctan®™) (z) = _@n- D (—1)? ) g2
(14 z2)2" 2p+1

3
I
o
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—— PROBLEME 2 — EQUATIONS POLYNOMIALES DE DEGRE 3

Le probleme de la résolution des équations polynomiales est présent
dans les Mathématiques depuis I’Ancienne Egypte. Durant une quarantaine
de siecles, les Mathématiciens ont cherché des formules générales donnant
les solutions d’une équation polynomiale de degré quelconque et, pour faire
tres court, ces recherches se sont poursuivies jusqu’a ce que Galois (au 19éme
siecle) démontre que ces formules générales n’existent pas pour des équations
de degré 5 ou plus.

Entre-temps, il avait été prouvé que les solutions des équations de degré 2
sont données par des formules explicites. A la Renaissance, et principalement
en Italie, de telles formules ont été établies pour les équations de degré 3 et
4, notamment grdice a 'introduction des nombres complexes et auz travauz de
Del Ferro, Tartaglia, Bombelli, Ferrari, mais aussi et surtout Cardan.

L’objectif de la partie 1 est de refaire (dans un cas particulier), une
partie du chemin emprunté il y a quatre siecles par Cardan, et de résoudre
Uéquation X3 +3X2+6X +9=0.
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Le “Papyrus 6619, premiére
trace d’une équation de
degré 2 (2500 av.J-C.)

La partie 2 est consacrée a l'étude d’une certaine application f, et plus précisément a montrer la
surjectivité de cette application. Cette propriété est un ingrédient essentiel pour généraliser la méthode de la
partie 1, et Uappliquer & une équation polynomiale de degré 3 quelconque (X3 + aX? +bX +c¢=0).

PARTIE 1 - RESOLUTION DE X?+3X24+6X+9=0

On note (E£1) I'équation d’inconnue X (avec X € C) suivante :

(F1)  X34+3X*46X+9=0

1/ On pose Y = X + 1. Montrer que :

(X solution de (F1)) <= (Y solution de (E2))

oil I'on a noté (E2) I'équation : Y3 +3Y +5=10
L’objet des questions 2 a 5 est la résolution de ’équation (E2).

2/ On pose Y = u+ v (avec u et v deux complexes). Montrer que :

(Y solution de (E2)) <= (u® + v + (u+ v)(3uv + 3) +

5=0)
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3/ On note (S1) le systéme suivant, dans lequel u et v désignent toujours deux complexes :
uw = —1
(51)

u?+v3 = -5

Vérifier que :

((u,v) solution de (S1)) = (u + v solution de (F2))

4/ Résolution du systéme (S51)

a/ Montrer que :

(8.7) — (—5+\/E —5—@)

2 2
((u,v) solution de (S1)) = ou
s —5—129 —5+ /29
(W', vl) = ( 2 2 )

b/ On note :

Montrer que :

((u,v) solution de (S1)) = (EI (k,m) €]0,2 ]}2, (u,v) = (jka,jmﬁ) OU (u,v) = (jkﬁ,jma))
¢/ Déduire de ce qui précéde que (S1) posseéde exactement 6 couples solutions, que I'on explicitera.

5/ A laide des questions précédentes, établir que I’équation (E£2) posséde exactement 3 solutions dans C :
I'une est réelle, les deux autres sont complexes conjuguées. *

6/ Conclure en donnant les solutions de 1’équation (E1).

*. Au besoin, on pourra admettre qu'une équation polynomiale de degré 3 admet au plus 3 solutions.
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PARTIE 2 - VERS UNE GENERALISATION,

ET LA RESOLUTION DE X® 4+ aX?2+bX +¢=0

Dans la partie 1, on a pu résoudre I’équation (E1) en déterminant les couples (u,v) € C? tels que :

3uv = —3
(51)

ud +v3 = —5
En d’autres termes, cela signifie que Pon a déterminé les antécédents de (—3, —5) par 'application

f:.C? C?

(u,v) —— (3uwv, u? + v3)

Si on souhaite généraliser cette méthode pour résoudre équation X3 +aX?+bX +c = 0, on doit commencer
par établir que tout couple (A, B) € C? admet au moins un antécédent par f; en d’autres termes, on doit
établir que 'application f est surjective.

L’objet de cette partie est donc de prouver que :
uv = A

V(A,B) € C?, 3(u,v) € C%
w4+vP = B

7/ Tout au long de la question 7, on fixe un couple (A, B) de nombres complexes.

a/ Etablir que si un couple (u,v) € C? est un antécédent de (A, B) par f, alors u? et v® sont solutions
de I'équation (d’inconnue 2) :
A3

E1 2 _Bz+—=0
(E1) z z+27

On distingue a présent deuz cas.

b/ Premier cas — On suppose que 0 est solution de (F1). Prouver que (A, B) admet au moins un
antécédent par f dans C2.

¢/ Second cas — On suppose que les solutions 21 et 2o de (E1) ne sont pas nulles. T En notant « (resp.
3
) une racine cubique de z; (resp. de z3) dans C, vérifier que : o®3° = > et o+ 3% = B.
En déduire soigneusement que (A, B) admet au moins un antécédent par f dans C.

8/ Conclure.

1. On commet ici ’abus de parler des solutions de ’équation (E'1), méme si elles peuvent éventuellement étre égales dans
le cas o le dicriminant de (E1) est nul.



