Lycée Jean Bart — MPSI — 16 novembre 2023

COLLE 8 — QUESTIONS DE COURS

QUESTION DE COURS N1 — Propriété. Positivité de I'intégrale : soient a et b deux réels, avec a < b, et f € €° ([a,b] ,R).

b
Si f = 0 sur [a, b], alors / f(®)dt > 0.

Sous les hypotheéses de 1’énoncé, la fonction f est continue et positive sur le segment [a,b] : & ce titre, elle admet une
primitive F' (th fondamental de I'intégration) sur [a, b], et F est croissante sur [a, b] (car F est dérivable et F' = f > 0).

b
On en déduit que / f=F()— F(a) 20, d’ou la conclusion.

1
Application. Pour tout entier naturel n, on pose : I,, = / t" (ch(t) — 1) dt. Justifions que pour tout n € N, I,, > 0.
0

Soient n un entier naturel, et ¢ un réel de [0, 1]. D’une part, on a évidemment : t™ > 0. D’autre part, ch(¢) —1 > 0, puisque
la fonction ch est minorée par 1 (c’est méme le minimum de la fonction ch sur R).

On en déduit que la fonction ¢ — t™(ch(¢) — 1) est positive sur [0, 1] d’ou, par positivité de I'intégrale : I,, > 0.

QUESTION DE COURS N’2 — Propriété. Croissance de Iintégrale : soient a et b deux réels, avec a < b, et f,g €
b

b
€° ([a,b],R). Si f > g sur [a,b], alors / ft)ydt > / g(t) dt.

Sous les hypothéses de 1’énoncé, la fonction f — g est continue et positive sur le segment [a, b]. Par positivité de I'intégrale,

b b b
on a donc : / (f = g) = 0. Par linéarité de I'intégrale, on en déduit que : / f- / g = 0, d’ou la conclusion.

1
Application. Pour tout n € N, on pose : I, = / (1 —t)"e~*dt. Montrons que la suite (I,,) est décroissante.
0

Pour tout n € N, on a :
1

1 1
Inyr — I, = / (1—t)" e tdt —/ 1—t)"etdt = (1—t)"Tet—(1—t)"e ' dt
0 0 >~
linéarité
1 1
:/ 1-t)"(1—t— 1)e*tdt:/ —t(1—-t)"etdt < 0
0 0

SN—— ~
<0 positivité

Ainsi: Vn € N, I,,.1 — I, < 0. La suite (I,,) est décroissante.

QUESTION DE COURS N3 — Propriété. Formule d’intégration par parties ’

Soient u et v deux fonctions de classe %7 sur un intervalle I, et soient a et b deux réels dans I. Alors uv est dérivable sur
Iet:

Vee I, (uw) v(x) + u(z)v'(x). Par intégration entre a et b (légitime car u, v, u’ et v’ sont continues), on

) (z) =/ (x)
b b b
en déduit que : / (wv)’ () dx = / o' (z)v(z)dz +/ u(z)v' (r)dz d’ot

b b
¥ (u,0) € €1 (I,R), / A=) = @ = / o) ()

1
Application. Calcul de I = / (1 —t)e~"dt. Pour tout réel ¢t € [0,1], on pose :
0

u(t) = —e™t w(t)=et
=
v(t)=1—1 v'(t) = -1
Selon les TG, u et v sont de classe €, et on peut utiliser une IPP pour obtenir :

I:/O (1—t)e_tdt:[—e_t(l—t)]o—/o —e_tdtzl—[e_t]022—e

Remarque : cette méthode peut en particulier étre appliquée au calcul de primitives :

V (u,v) € €' (I,R), /u'(x)v(x)dx = u(z)v(r) — /u(x)v’(a:)dx (+cste)
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QUESTION DE COURS 4 — Intégrale et parité. Soit f € ¢° ([—a,a],R) (avec a € R,).

Si f est paire, alors : f(z)dz = 2/ f(z)dx Si f est impaire, alors : f(z)de=0
—a 0

—a

/ﬂa f(x)dz L

a

0 a
D’aprés la relation de Chasles pour les intégrales, on a : dz = f(z)dx + / f@)dx (M)
—a 0

0 0 0 a
Le changement de variable © = —z donne : flx)da = / f(=u) (—=du) Soit : f(z)dx = / fl=u)du (&)
—a a —a 0

» Si f est paire : /a f(—u)du = /a f(u) du. On en déduit, avec (&) et (M) que :
0 0

j f(z)dx = /Oa flx)dx + /Oa f(u) du. Par conséquent : | [f paire] = { :L f(z)dx = 2/0a f(x) dx]

» Si f est impaire : /a f(—u)du = /a —f(u)du=— /a f(u) du. On en déduit, avec (&) et (M) que :
0 0 0

_a flz)dz = /Oa f(z)dz — /Oa f(u) du. Par conséquent : [f impaire] = { _a flz)dz = 0}

QUESTION DE COURS 5 — Intégrale et périodicité. Soit f € ¢° (R,R), T-périodique (avec T' € R% ). On a :

a+T T
Yae R,/+ f(w)dx:/o f(z)dz

L’intégrale d’une fonction T périodique sur un segment de longueur 7" est indépendante de ’origine de ce segment.

Preuve. Soit f € €Y (R, R), T-périodique (avec T' € R%), et soit a un réel : Nk € Z, kT < a < (k+1)T.

Cr
a+T
T f(z)dz
f d. a+T
A (@) / f(z)dx
T a a+T a a+T
at+T (k+1)T at+T
D’aprés la relation de Chasles : / flz)dx = / f(z)dx + / f(z)dz
a a (k+1)T

Dans la premiére (resp. seconde) intégrale intervenant au second membre de cette égalité, on procéde au changement de
variable u = @ — kT (resp. w =z — (k+1)T). On obtient alors :

a+T T a—kT
/ f(;v)da;:/ flu+kT) du+/ flu+(k+1)T) du
‘ TN ’ =W

a+T T a—kT T T
D’ou :/ f(x)dac:/_kT f(u) du+/0 f(u) du:/o f(u)duz/o f(z) dz, cqfd
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BANQUE D’EXERCICES

EXERCICE 1. — Déterminer une primitive de In sur R%.
EXERCICE 2. — Déterminer une primitive de arctan sur R.
EXERCICE 3. — Déterminer une primitive de arcsin sur | — 1,1][.
EXERCICE 4. — Déterminer une primitive de arccos sur | — 1, 1].
92 1
EXERCICE 5. — Pour tout réel «, calculer : I, = / ———dz.
e rIn®(z)
! (1 B x)" x
EXERCICE 6. — Pour tout n € N, on pose : I,, = e dx
0 n.
1
Montrer que pour tout n € N : Iy=——++111
(n+1)!
1 In+1
EXERCICE 7. — Pour tout entier naturel n, on pose : I,, = / T dz.
0 X
Montrer que : ngr—r}-loo I,=0
EXERCICE 8. — Soit « un réel > —1.
1/ Etabli tout n € N ! zn:( DF k| 4+ (-1 !
ablir que pour tout n on a: = 1)z — —_—
auep 1+z = 1+
n k 1 1
. (71) n+1/ "t
2/ En déduire que : In2 = + (-1 dx
/ d LZ% el kSO A A e
EXERCICE 9. — Soit a un réel strictement positif. Déterminer une primitive de f : z € R +—— Pra
> +a
EXERCICE 10. — Pour tout réel z, on pose :

.
() :/ ecs(t) q¢
0

1/ Montrer que ¢ est une fonction strictement croissante sur R.

2/ Développement limité & 'ordre 1 en 0 de ¢ ?
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BANQUE D’EXERCICES - CORRIGES

EXERCICE 1. — Déterminer une primitive de In sur R? .
1

/ln(x)dx = /1 x In(z)der = zln(zr) — /x x —dr =zIn(z) —z
x

‘ La fonction # € RY +—— xIn(z) — x est une primitive de la fonction In sur RY .

EXERCICE 2. — Déterminer une primitive de arctan sur R.
. . .
/ arctan(z)dz = / 1 x arctan(z)dx = zarctan(z) — / 1522 dz = zarctan(z) — In (\/ 1+ 132)
T

La fonction « € R — zarctan(z) — In (\/ 1+ xQ) est une primitive de la fonction arctan sur R.

EXERCICE 3. — Déterminer une primitive de arcsin sur | — 1, 1[.

x
x) — | ——=dz = zarcsin(z) + /1 — 22
0- == )

La fonction « € | — 1,1 — zarcsin(z) + v/ 1 — 22 est une primitive de la fonction arcsin sur | —1,1].

/arcsin(x)dx = /1 x arcsin(z)dz = xarcsin

EXERCICE 4. — Déterminer une primitive de arccos sur | — 1, 1].
x
arccos(z)dz = | 1 x arccos(x)dx = xarccos(z) + /7 dz = zarccos(x) — V1 — a2
[axccosaaz = [ (@ @+ [ = (@)~
La fonction « € ] — 1,1[ — zarccos(x) — v/ 1 — 22 est une primitive de la fonction arccos sur | —1,1].
¢ 1
EXERCICE 5. — Pour tout réel o, calculer : I, = / ——dz.
e xln®(z)

2 2

Ona:l,= / é X In~%(z)dz = / o' (z) x (u(z))”" dz  en ayant posé u(z) = In(z)

» Premier cas : « # 1. On a :

» Second cas : «a=1.On a:

1 n
1—
EXERCICE 6. — Pour tout n € N, on pose : [, = / %ex dx
0 n.
Mont tout n € N I ! +1
ontrer que pour tout n : n=-———+=1I,
que p (n+1)! +1
1 1
Soit n € N. Selon 'énoncé, on a : Iy = D) /0 (1—z)"" e® da
u(z) = e” u'(z) =e”
Pour tout réel z € [0, 1], posons : =
v(z) = (1—2)"" V'(z)=—-(n+1)(1—=)"

1 1
Par IPP on obtient : / (1—a2)"" e® do = {(1 — )"t ez}
0

1

1
Ainsi : / (1—2)"M e*do=—1+ (n+ 1)/ (1—2)" e” do

0 0
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1 I 1
Dou:lpy1=———++— 1—2)" e’ do <= Iy, = —— + I,.
OF * Sntl (n+1)!+n!/0( z)" " do SR T

g it Vne N,]I L +1
s’ensuit que : n I, = n
q (n+ 1)' +1
1, n+1l
EXERCICE 7. — Pour tout entier naturel n, on pose : I,, = / T dz.
O :L.
Montrer que : ngrfoo I,=0
ZL.'rLJrl
Pour tout réel z € [0,1], on a: 0 < <zt
1+

1
Par croissance de l'intégrale, on en déduit que : 0 < /
0

Dou:Vne N, 0< 1, <
n —+

EXERCICE 8. — Soit  un réel > —1.

1
1/ Etablir que pour tout n € Non a :
1+z P

Soit n un entier naturel, et = un réel différent de (—1). On a:

de raison —z # 1).

[i (1) o

xn+1

1+

1
dxi/ 2" de
0

5" D’oui la conclusion, par théoréme d’encadrement.

n+1
1 n—f—lL
+(=1) 14z
n n+1l n
(—1)Fz*| = 1— (=" amt
P 1+

Il s’ensuit que : L i (—1)kxk + (_1)"+1 LH
R P P 1+
n ,]_ k 1 n+1
2/ En déduire que : In2 = LZO % + (—1)"“‘1/0 f_’_ mdx

En intégrant terme & terme la relation de la question précédente on obtient :

(somme géométrique

1y 1 n - s
= -1 -1)"
/o 1+xdx /0 kZ:O( ) x|+ (1) T2 dx
1 o k& ! np1 2T L .
< [In(1 +2)], = Z (=1)"z"|de+ [ (1) ——dx (par linéarité de 'intégrale)
0 Lk=0 0 Lt
[ n 1 1 n+l
<= In2= Z (—l)k/ ahda| + (-1)" / T gcdm (par linéarité de l'intégrale, bis)
Lk=0 0 0
[ n k1 1 L 1 ot
= In2= —1)* + (=)™ / d
. kzzo( ) [kﬂh S A
rn 71 k 1 n+1
<In2 = = + ( 1)"“/ S,
=0 ]f + 1 0 1 +x

Remarque. Les résultats des exos 7 et 8 permettent d’affirmer que :

lim
n—r+oo

_1\k
In(2) = > (ki)l

k=0

n

ce que l'on notera a Pavenir : In(2) =

+

8
I
—
N
o~

E
I
=



6 MPSI — Questions de cours de la colle n°8 — 16/11/23

1
EXERCICE 9. — Soit a un réel strictement positif. Déterminer une primitive de f : x € R +— P ra
2 +a
1 1 1 1
:/ﬁdx:/fdx:*z/zizdx'
rmra a2 <x + 1) a <7) 41
a? a

x
On pose u = —. Alors £ = a u d’ou dz = a du. Ainsi :
a

1 1 1 1 1 x
F=- / ———du = — arctan(u) D’ou finalement : /ﬁ dz = — arctan (7>
a) us+1 a v+ a a a
EXERCICE 10. — Pour tout réel z, on pose :
xr
o(x) :/ e« q¢
0
1/ Montrer que ¢ est une fonction strictement croissante sur R.
La fonction ¢ est par construction I'unique primitive sur R de la fonction t € R — €°5(®)_ Il gensuit que ¢ est

dérivable sur R et que : Va € R, ¢'(x) = e®®) > 0, d’ot1 la conclusion.

2/ Développement limité & 'ordre 1 en 0 de ¢ ?

La fonction ¢ étant dérivable en 0, elle admet un DL1 en 0, explicitement : ¢(h) = ¢(0) + he'(0) + he(h) avec
}llim g(h) =0.

—0

Or : ©(0) = 0 et ¢'(0) = €9 = e. Par suite : ¢(h) = eh + he(h) avec }llim e(h)=0

—0




